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AVERTISSEMENT 



DU PRINCIPAL AUTEUR. 



A, quelque degré d'élévation que la Géomé- 
trie ait été portée de nos jours, et quelques 
secours qu'elle reçoive des perfectionnemens 
qu'ont acquis progressivement aussi les mé- 
thodes analytiques , il est probable que l'on 
continuera long-temps encore de débuter dans 
l'étude de cette science , par des notions élé- 
mentaires ayant pour objet de faire connaître 
les principaux rapports qui existent entre des 

lignes , des surfaces , des solides. 

Les lignes droites ne sont pas les seules 

dont on s'occupe dans ces commencemens. 
On leur associe déjà quelques courbes , telles 
que le cercle et les autres courbes du second 
degré. Il est peu d'onvrages élémentaires en 
ce genre où l'on ne trouve une théorie plus 
' ou moins complète de chacune de ces cour- 
bes. On en ajoute même communément quel- 
ques-unes d'un degré un peu plus élevé , telles 
que la conchoïdc de Nicomède , la cissoïde 
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de Diodes , la cycloï(le^ la spirale d'ArcIii- 
mède^ etc. 

La courbe qui sera l'objot de cet, E$sai , et 
qui>»^a encore, que je sache, attiré l'atten- 
tion d'aucun géomètre , pourrait à quelques 
égaras être assimilée auK ooorbes du second, 
degré* Elle s'en rapproche du moins par sa 
simplicité , plus qu'aucune de celles que noua 
venons de désigner. Elle a d'ailleurs des rap- 
ports intimes, non-seulçrpent avec toutes Xts^ 
courbes du second degré , n^aîs avec une in- 
finité d'antres. 

Elte réunrt par elle - même des propriétés 
assez intéressatites. Sa construction est ey^- 
tTêmeoaeat feeSle et ne dépend aue d'une seule 
conétante. 

Toutes ces considérations concourent à me 
feire penser que cette courbe vaut la peine 
qu*on la fasse connaître , et qu^elle ne serait 
pas indigne de figurer au. nombre de celles 
dont il est d'usage de faire mention dan^ les 
traités de Créométrie éîémentaire. 
' Je sens , d'un autre côté , que de puj^sao^ 
motife devraient me dissuader 4e liyrer cet 
E^sai à llippression. , 

H n'est rien de plus facile sans doute que 
cftmaginer, un nombre infini de courtes dif- 
férentes , sur chacune desquelles l'applica- 
tion des méthodes analytiques ne laisserait 



|)4ÇQt^ ducone qM«st|an vq pw importante 
à réspqdre, • 

Une squIq de q«9 q9urb?a «straite de b 
çaa^ge ÇQRironpe} , e3t w «ll^onèm^ un tribut 
pqq digne (J'^trç çilfcrt ^ux dépositaires de la 

§çiençç.Ç-eatfi?irger laborwuaewwtwe^ébaut 

che isolée ^ pour la présenter QnaOite à des 

mains qui ont à leiv di^ppaitigoi dQainâtrtiiiDeDs 
tout fait^ , nQn-3Qulement pour oréçr dans le 
ptiême çenre, et comme en se jouant > des pror 
duptions ptuç parfaitça » mais ot^corc pour lea 
varier à volonté çt à Hnfinl. 

Pçut-on d'aîile\»r# qapérçr de trouyer de» 
lecteurs^ quand:, $oiw la seule garaoiie d'un 
xiQqi au9di pei» connu que le inien> on ose 
publier un E^aai ^ qui n'a powt et qni n^oaerait 
réçlan[i€r l'attache d'aucuoe société aayante ? 

Se wqttrç en fr^ç pour uo* entropnfee 
semblable pqnt, je iq sens, être regardé 
cQirunç une YéptaWe folie. Çetft^ folie cer 
pendant , je la Êua , et voici lea raisons boiWbc^ 
w nianvaj^ qyÂ m'y déierwinent: 

Quelqnç p!&u d(ç prix qu'ait nia décpav^rtç, 
je croi? , après, tont, qp^ q'en est une , et «Ite 
présente aa^q d'obawv^^na neuvea , pour 
qu'il m semble pas tout àriKiit korade propos 
d'en con^^v^r quelques traces. Cfeai une 
^^ &WM« 4'^au de plus dime TOûéaiai des 
conns^sances humaîoes ; ^ais l'Ocëatt lui- 



même se compose de gouttes d'eau , et il n'est 
pas donné à tout le monde d'y verser à la 
fois toutes celles que réunit un grand fleuve. 

La question à laquelle j'avoue qu'il m'est 
le plus pénible de ne' savoir trop bien que 
répondre est celle-ci : A quoi votre découverte 
peut-elle être utile ? 

Je pourrais , je crois , représenter cepen- 
dant que y dans les sciences exactes , il est peu 
de vérités nouvelles que l'on doive regarder 
comme tout-à-làit inutiles. Si elles ne pa- 
raissent pas utiles d'abord , elles peuvent lé 
devenir par la suite, ou par elles-mêmes , ou 
par leur relation avec d'autres vérités. 

Combien de courbes , par exemple , se sont 
trouvées susceptibles d'applications précieu- 
ces, auxquelles, dans le principe, les inven- 
teurs eux-mêmes avaient peut-être été bien 
loin de songer ! Et qui sait si la courbe dont 
f ai feit l'objet de mes recherches , ne jouira 
pas quelque jour d'un pareil avantage ? Je 
désire au moins que ses nombreux rapports 
avec beaucoup d'autres courbes depuis long- 
.ten[ips connues , lui méritent l'honneur 3e 
leur être en quelque sorte affiliée. 

Je n'ai parlé jusqu'ici qu'en mon privé nom, 
et je dois déclareïf que j'ai eu cependant un col- 
laborateur. C'est un jeune hommede mon nom, 
dont j'ai été le premier instituteur , et qui a 



suivi pendant quelque temps l'École Polytech- 
nique. Il est même très vrai de dire que mon 
jeune parent serait fondé à réclamer la meil- 
leure part dans une découverte qui, sans 
lui, n'aurait probablement point été faite. La 
première idée en est due à des circonstances 
fortuites, auxquelles donnèrent lieu quel- 
ques entretiens que j'eus avec mon ancien 
élève sur des objets, en apparence, assez 
étrangers à celui dont il est maintenant ques- 
tion. Mon jeune collaborateur , plus familia- 
risé que moi avec les calculs infinitésimaux, 
m'a surtout utilement secondé , chaque fois 

que nous avons eu besoin de recourir à leur 
application. 
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CHAPITRE PREMIER. 



De là nouvelle Cùsoïdé: 

i. !5>biENT deux droites CA, AP (fig. i), per- 
îndiculaires l'une sur l'autre; si d'un point C 

la droite CA on mène vers la droite AP tant 
d'obliques CL que l'on voudra, et que pour 
fchacune. on fasse CE =ï AL, la courbe qui pas-^ 
sera par tous les points E est celle que nous 
nommons nouvelle cissoïde. Les rapports qiie 
nous aurons bientôt occasion de remarquer^entré 
cette courbe et la cissoïde de Dioclès, nous ont 
paru j»istifieff cette «déaomination. 

a. Si la ligné. AL est mfiniment petite*, l'élë*- 
ment .àe la icohrbe >qui en sera le prodtnt se 
GonfoiidEà au point G aveo la droite CA qui 



M) 

< 

toacherapar conséquent la coul*be à ce même 
point C. 

Toute ôtlîque CL étant plus longue que la 
perpendiculaire AL, aucun point de la courbe 
n'atteindra la droite ÀP. Cependant, la diffé- 
rence entre AL et CL devenant de plus en plus 
petite, I ineaàfe que ces lignes s'aldngent^ et 
leur obliquité toujours croissante] contribuant 
d'ailleurs à rendre cette, différence de moins en 
moins sensible, ces deux droites pouvant même 
être considérées comme égales , quand leur lon- 
gueur est supposée infinie, il suit que la courbe 
s'approche de plus en plus de la droite AP et 
qu'elle se confondrait avec elle à une distance 
infini^. Cette droite^ est donc sorï asymptote; la 
droite CA est son axe, et c'est sur elle, qu'^à 
compter du poinb'C, se mesûront les aibscissesCB. 
Lès ordonnées BË se mesurent pârallèlèHi^ k 
l'asymptofee; 

-fiNopsaxirion&pujpnmdire'poiiv axe et pouf ligne 
desa^cÂsseti la Ugnë CD parallèle à fasy mptotef 
imù» n^M^^vaas eu plmsiâura raisonst éé préférer 
lail^ne'CiA, et la piiaeîpale était de noua con- 
fonneri'à Fuaa^ qui a prévalu poiir. la^ oîsseide 
à9il)i0clfis« 

3. L'asympJxDtei AP aovàit< fru êlure firiari k 
dôç&^ ooimeià gaudkcida pokièC^.et àii lieu 
' di9»s?é]i^eiiûi»Hle9aiis^laidroite€)A,.ëlteait 
pMij«'^iis6evvdiu-tdeffi0w."Il!'Miî| de lil^qàTeir 
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reconnaissaitt toujours le point G pour son ori- 
gine , la courbe pourrait se trouver indiffërem- 
ment dans chacun des quatre angles droits ACt), 
ACiy, A'CD et A'CD' , ce qui formerait quatre 
branches distinctes. Si les lignes mesurées de C 
vers A et de C vers D sont regardées comme 
positives, celles qui seront mesurées en sens 
contraires doivent être regardées comme {néga- 
tives. Il suit de là que la branche située dmns 
l'angle ACD aura ses abscisses et ses ordonnées 
positives; que celle située dans Fangle ACD' 
aura ses abscisses positives et ses ordonnées né- 
gatives; que celle située dans l'angle A^CD aura 
ses abscisses négatives et ses ordonnées positives ; 
qu'enfin celle située dans l'angle A^GD^ aura ses 
abscisses et ses ordonnées négatives. Les quatre 
branches réunies' se trouveraient comprises entre 
deux as3rmptotes qui seraient parallèles entre 
elles et distantes Tune de l'autre d'une quantité 
égale au double de l'axe GA. Mais comme ces 
quatre branches sont parfaitement ^ales et 
symétriques, il nous suffira de porter notre 
attention sur une seule. Nous nous en tiendrons 
à la branche Gl^, dans laquelle les abscisses 
ainsi que les ordonnées sont positives. . 

/{• Si du point A on mène sur l'oblique GL la 

.perpendiculaire AM, les triangles rec^tangles 

CÈÊ, AML seront parfaitement égaux , puis* 

qu'ih^filMit é^mMables et que ïeùrsf Kypôtiénus«9 

1^ 
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CE, AL sont égales. Les droites AM, ML sont 
donc égales, la première à l'abscisse CB et la 
seconde à l'ordonnée BE. 

5. L'angle AMC étant droit, tous les points M 
seront sur une demi - circonférence de cercle 
ayant l'axe GA pour diamètre. Donc, si sur CA, 
comme diamètre, on décrit une demi-circonfé- 
rence de cercle AMC ; que par un ^oint quel- 
congre M de cette demi-circonférence on tire 
les cordes AM, CM; qu'ayant prolongé cette 
dernière jusqu'à ce qu'elle rencontre l'asymptote 
en L , on porte AM sur l'axe de C en B ; qu'on 
tire l'ordonnée BE et qu'on la fasse égale à ML^ 
le point E appartiendra à la nouvelle cissoïde. 

Le cercle qui a l'axe CA pour diamètre, et 
que nous nommerons cercle générateur, fournit , 
comme l'on voit, pour décrire la nouvelle cis- 
soïde, un moyen moins simple à la vérité , xpais 
aussi exact que celui qui a été exposé (article 
premier). 

6. Nous nous occuperons particulièrement, 
dans le chapitre Suivant, <Ie rechercher les prin- 
cipaux rapports qui peuvent exister entï'e la 
nouvelle cissoïde et la cissoïde de Dioclès ; mais 
nous ne pouvons nous empêcher d'observer 
d'avance ici que le cercle décrit sur CA, comme 
diamètre, est aussi le cercle générateur de la 
cissoïde de Dioclès , qui aurait CA pour axe et AP 
pour a$y:mptote : Pélément ML est mém^xotn- 
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noÉun aux deux courbes ; il figure comme coccle 
dans la cîssolde de Dioclès, et comme ordonnée 
dans ]a nouvelle cissoïde. 

7. Nous nommerons a l'axe GAl^ x l'abscisse 
CB , y l'ordonnée BE , 2 la corde CE ou la ligne 
AL qui lui est égale. Cela posé : le triangle rec- 
tangle CBE donne 



CE=v/CB4-BE*, ou z=5\/a?-+j^*5 
et les triangles semblables CBE, CAL donnent 

Œ : BE :: CA : AL, ou a?:jt :: « \ji j 

d'où js = 22^. 

Comparant .ensemble ces deux valeurs de %^^ 
on aura 

V/PHPp = f , ou ar*H-j.« = ^; 

d'où ^ + J' V — «*JK' ^= ^• 

C'est l'équation de la nouvelle cissoïde. Elle e;^t 
du quatrième degré ; mais conune elle n'a point 
d'exposans impairs, elle est résoluble par les 
méthodes du second. 

8. L'équation «♦Hh^*:i:*—ays=o dqnne 






j. 



a'> 



^t 
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A I I > i I »» ■■ I m m* , I . 



Nous pouvons, par les raisons que nous avons 
exposées (art. 3) , ne point avoir égard dans ces 
équations aux doubles signes, et npus en tenir, 
pour les valeurs dey et<Ie ar, ^ ces ex]^essicHis 
plus siinples 

Q. Il serait facile de démontrer à priori que 
y =B ■ I H !■ . £n eiibt, 1«» triangles semblables 

CMA, CBE donnent 

CM:ÀMi:CB:BE5 ou CM:»::*:^; 

mais CM = V'CA — AM = \/a* — «• ; 
donc 



yc^^^x^lxllxly et j^ = 



10. Il resuite des équations précédentes, 
iV QiiB si jj^sso^ on aurg aussi j^sso et 
récipvo^pmniBnf. 



(7) """^ 

le dénomiiiateur v/a'—af* deviendra ëgal à ô* 
1 1 . Si dans Véquation js == -^ , on substitue 

à y «a valeur . , ''.-: • on -aute 



IZJ? 



C^est l'expression générale de toute corde de la 
nouvelle cis^oïde. 

i!). Le tnançle rectangle CAL donne 



_^ .^A «Mi a*Jc* «♦ 



et CL = 



a» 



i/smy 



C'est PexpresÂon générale de toute qblique me^ 
née du point G à l'asymptote AP. 

1 3. Si Ton veut savoir quelles soût les Valeurs 
de » et de y^ au point F où la nouvelle oissolde 
rencontre 1& quartdc circonférence AFD décrit 
du point G comme centre avec l'axe GA pour 
rayon , il faut considérer 4ju'à ce pcwnt on a la 
corde CF55=CA=»AG} que par. conséquent 
l'^K^pe CG divise en deux parties égalés Tangle 
droit A6D| et que Ton dort avoir ««J. fl ^t 
&cile de conclure de U que la nouvelle cissoïde 
^tfiie éxk nâSeu^n q)asâ1><fa^^iim)iifiéteiice AFD ^ 



et ^*â 4S9 jMMht Ift valeur comiftime de « et 4e r 
èstVÔB. ' 

i4- K peut ^ncOTfe être intéressant de con^ 
jtiattre quelles sont lis. yal^rs de x et dey au 
point f^^h la nouyeUe cissoïde rencontre la 
4e]|ii-circonférence AfC du carde générateur. 
Pour y parvenir, il faut observer que dans ce cas 
les deux points £, M; se confondent et que l'on 
^ par conséquent 

Œ+ML^CLy ou z+yr=zCLy 

ou y en substituant aux trois quantités Zy y 
el CL les valeurs qu'on leur a trouvées (art. 8 ^^ 
II et la), - 

-r 



ou a*-H«*.»a*, ou :c*+aaf-— .a*=o. 

Cette équation du second degré étant résolue , 
4onne 

a 

C'est la valeur de l'abscisse Cn qui répond au 
point y*, et si on la substitue dans l'équation 

j^ tss —,==., on trouvera y —yj\fl'^:xa. 
Si l'on veut connaître z y il fiiudra dans l'équa- 



• ■ (-9) . . * 

_ ^ » 

tidn za= V^v^+J^*, substituer à jp et à y leurs 
valeurs et l'on aura ; ■ ' 

1 5. Veut-on «avoir quelle sera la valeur de » ^ 
lorsque Ton ftura j^=== a ? il faudra faire 



d'où x^+oV — a*=aco. 



Cette équation du quatrième degré, sans expo^ 
sans impairs, étant résolue, donne 



=^ V — ; — a. 



c'est-à-dire que la nouvelle cissoïde coupera le 
coté DG du carré CDGA en un point H tel 
que l'cm ^ura 

Op trouverait 



CH ou i:=:V «^ 

)6. A.v^ Ueu de prendre, comme nous Pavons 
fuit, CA pour la ligne dea^ abaicisses, on aurait 
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pu^ ainsi que nçus IWods déjà observé {arti a)^ 
mesurer celles-ci, k partii: du point G, sur la 
ligne CD parallèle à rasyoïptote. 11 se peut 
même que nous soyons, par la suite, obligé 
quelquefois d'adopter cette dernière mesure, 
comme plus propre à &ire apercevoir les rap- 
ports de la nouvelle cissoîde avec certaines 
courbes. 11 ne résulterait de là d'autre change- 
ment dans l'équation x*-5|-^*x*— a^ = o, si 
ce n'est que les abscisses deviendraient ordon^ 
nées et réciproquemenL L'él{uation seraitdOQc 
alors 

ou, eh ordonnant en x, 

«*— y ' 
d'oii l'on cbtiendnât fâeîlemeiit 



Nous nous étL tiendrons, quant à présent, k 
l'équation «♦+j^V— ay =o et k celles qui 
en dérivent. 

17. Si sur CA, odrame presiier demi-axe, et 
sur une portion quelconque GO de la ligne GD , 
comme second dèmi-^axe, on décrit un ^uart 
dVffîpse AEO qui rentoâtte la nouVeHe cisîûSde 



«n UD pûînt'£, et que de ce point fi on tire la 
droite G£ qui sera à la fois corde de la nouvelle 
cissoïde et demi-diamètre de l'ellipse , nous di- 
sons que cette droite sera toujours moyenne 
proportionnelle entre -les deux demi-axes GA, 
CO de Fellipse. 

Démonstration, Nous nommerons b le demi- 
axe CO, et les droites CA, CB, BE, à quelque 
courbe qu'on les rapporte, coutinueront d'être 
désignées par les lettres a, x^y. Nous avons à 

démontrer que CE =3 VuAxCO == \/ab. 

Nous avons vu (art. 8) que BE considérée 
comme ordonnée de la nouvelle cissoïde est égale 

à ■ j ■■,!; : ■, et cette même droite considérée 
comme ordonnée de Fellipse (ses abscisses étant 

mesurées du centxe C), est égale k - \/«**^«*- 

Comparant ensemble ces deux valeurs de BE 
ou dey, on aura 

07* b y 



Ou, en élevant au carré, 



5^-.S(d--^, 






t»v-»»y ""^ "— o^ 



\ 
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Multipliant par a et tirant la racine carrée, 
on aura 

\/ab 2= ;■ . ■* ; 
mais nous avons vu (art. 1 1) que CEs 



PqpcCE=v/a6; c'est-à-dire que le démi- 
diapaètre CE de l'ellipse est une moyenne pro- 
portionnelle entre les deux demi-axes CA et CO. 

1 8. On peut conclure de là proposition précé- 
dente que si de l'extrémité A de l'un des demi- 
^xes CA, CO d'un quart d'ellipse AEO, on 
ëlève sur ce demi-axe luie perpendiculaire AL 
qui sera tangente à i'ellipse, et qu'on la fasse 
inoyçfine proportionnelle entre les deux demi- 
axes CA, CO; qu'ensuite on tire la droite CL, 
le demi*diamètre CE faisant partie de cette 
droite sera égal à AL et par conséquent moyeu 
proportionnel entre les deux demi-axes CA , CO. 

Cette observation est également applicable- 
aux deux demi-axes; c'est-à-dire que la moyenne 
proportionnelle entre ces deux demi-axes peut 
être portée indifféremment de A en L ou de O 
«n L Les trois points L, I, C seront toujours 
en ligne droite et l'on aura 

01=:AL=:CE. 

19* Si les <ieux demi-ax^es CA, CO sont 
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^gaux , le quart d'ellipse AEO ^^iciidi*^ un 
4^art de cerclé, et le dend-diamètrè CE sera 
bien moyen proportionnel entre les deux demi- 
axes, puisqu'il leur sera égal à l'un et à l'autre. 
Alors aussi l'angle AC£ sera la moitié de l'angle 
droit ACD. 

Toutes les fois que l'angle AGE sera moindre 
que la moitié d'un droit> on aura dans l'ellipse 
à laquelle le point E appartiendra, CA>CO, 
où a^ 6. Le contraire arrivera quand Tapglè 
AGE sera plus grand que la moitié d'un droit. 

20. Les mêmes rapports que nous avons ob^ 
serves ci-dessus entre le quart d'ellipse AEO et 
la branche CËR de la nouvelle cissoïde existent 
respectivement entre chacun des trois autres 
'quarts de la même ellipse et les trois autres 
branches de là nouvelle cissoïde. 

21. On voit que tout point de la nouvelle 
cissoïde appartient à une ellipse qui a l'axe CA 
pour premier demi-axe, et pour second demi-axe 
une troisième proportionnelle à l'axe CA et à 
la corde CE , ou à a et à x. Ce second- demi-axe, 

que nous nommons b , est donc égal à — ^ et si 
à la place de z* on met sa valeur -; 1, on aura 



commenous l'àvoUs déjà trouvé (art. 17). 
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33. Chaque point de la branche CER de la 
nouvelle cîssoïde appartient aussi à une autre 
ellipse qui aurait CA, non plus pour premier 
demi-axe, mab pour premier aie. Il est facile 
de déterminer la valeur de son second aie que 
nous nommerons /3, et cette recherche nous 
sera utile par la suite. La droite BE considérée 
comme ordonnée de la nouvelle cissotde est 



X» 



ééale à —7== , et la même droite considérée 

comme ordonnée de Fellipse qui a pour axes a, 0y 
et dont les absckses se meratent de l'extrémité C 

du premier axe, est égale à - Vax — «•. Com- 
parant entre elies ces deux valeurs , on aun»a 

^ g y 

i/û*— x* « ' 

à'oix 

et 

'^ a*'-^a*x — ax^'i-x^ a*— flox+x* a + x* 



et 



'^ a— i-x V a-f-x* 



Chaque point de la branche CER de la nou- 
ille cissoide appartient donc i une ellipse A4IC 
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qui a CA ou a pour premier axé, et dont le 
second ate /S est égal. 4 ■ .\/ — , — * 

tZ. Il résulte des deux articles précédens que 
chaque point de la branche CER de la nouvelle 
cissoîde peut être considéré comme l'intersec- 
tion d« deux .ellipses AEO, AdC, qui. ont » la 

première pour demi-ax^es a et 6 =: , ' ^ lu 
seconde pour axes a et j3 = — ^;^\A— 



Le point qui répond au point E de U branche 
CER dans celle de l'angle ACD' se trouve évi- 
demment placé aussi à ^ae intersection des deux 
mêmes ellipses que nous venons de désigner. 

Quant |iux points qui correspondent au point E 
dans les deux avitres branche' de la nouvelle 
cissoîde, ils sont chacun i( une intersection de 
la gran^ ellipse AEO avec une petite eltipse 
parËdtement fgsde- k l'ellipse AdC, mais ayant- 
pour ppemif r axe -^ CA et non CA. 

34. Il ne sera pas hors d^propo» àe chercher 
pour un petit nombre de c.as particuliers, les 
valeurs respectives dè^ quanétés & , j8, qui sont , 
la première le second demi-axe de l'ellipse A£0« 
la seconde le second axe de Tellipse Acftl. 

Supposoffii di^dbeMC A irè^î- ; céttê'vafteur substi- 
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iuëe dans les équations 

b— °^ et fl = -2fL«/l£! 

a*— a:* '^ a— xV a-(- 

donnera 



a 



= i et ^ = 



3 " '^ |/5 
On ttouvêra dans ce même cas, y= — 7=-. 

j^ sera donc la moitié de /S ; et en effet l'ordonnée 
qui répond à la moitié du premier axe d'une 
ellipse est elle-même la moitié du second. 

ii5- Supposons que «=:-—-; on trOuvéta 
et après quelques réductions^ 



Le point <ie là Courbe dont il s'agit ici est celui 
où elle coiipe le quart de circonférence AFD 
avec lequel se confond alors la grande ellipsef; 

a6. Supposons encore 



x^^ln 



et pai* suite. 



I . ' *- 

I 
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Nous aurons d abord 

7 ax* fl il ** 



riMa 






..-g- ^5^. .^3=^* 



« 

3—1/5 /l/5— 1\« 
ou , a cause que !— = f^Lli : j 



6 = — := — r- = a^=zx: 



_(^y 



i/5— ] 



i/5— 1 a ' 



c'est-à-dîre que, pour le point de la courbe 
dont il s'agit ici , ce sera son abscisse même qu'il 
faudra porter sur la ligne CD, pour avoir la 
valeur de b. 

Maintenant, pour avoir celle de /3, il faut 
dans Féquation ^ = ^^v/j|^, substituer 
à Xj a — oreta+a?, leurs valeurs ci-dessus; 

a X / a 

= a ^/ — — — • 

5~|/5 V t/S+i ' : > 
mais si l'on multiplie le numérateur et le dé- 



2 
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nominateur de la fraction qui «st scms le signe 

radical pïr — ^ , elle deviendra y 0—^ V , 
ou î- — ^. ^On ain» -donc 

1/5— 1 •s— 1 3—1/5 

/Q a ii a 

3—1/5 3—1/5 ' 



<;'est-à-dire que le second axe de b petite ellipse 
sera ëgal à son premier axe a. Cette ellipse , dans 
le cas que nous ei^aimnons icî , sera donc le cercle 
générateur qui a a pour diamètre, et cela vient 
àl'ai^pui de ce que nous avons dit (art* i4)* 

27. Problème. Par un point donn^ E (fig. ^y 
de Ui nouvelle cissoïde CER, on defmande que 
l'on mène une tangente à cette courbe. 

Solution. Ayant tiré du point E l'ordonnée EB 
'et la corde EC, menés par les points B, G, les 
droites BI, CI^ qui soient, la première parallèle 
et la seconde perpendiculaire à la corde EC ; la 
droite lE que de leur point de concours I, on 
mènera au poii^t E, sera tangente a ce point. 

Démonstration. Les triangles semblables CBE^ 
BIC donnent 

CE : BE::C9 : a, ou 2î: :y ::«:«; 

d'où CI = ~. Nous avons donc à prouver que 
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la tangente au point E rencontre la droite GI 
perpendiculaire à la corde CE , en un point I 

tel que l'on a CI = — . 

Imaginohs que l'asymptote AP est divisée eh 
un nombre infiiiî de petites parties égales entre 
elles , et que LL' est une de ces parties. Menoni 
l'obKque CL' qui rencontrera la courbe en up 
point ET; EE' sera un élément infiniment petit 
de la courbé , et sa (iirection déterminera celle 
de la tangente au point E. 

Fiaisons CH;=CE et tirops la droite inônî- 
ment petite EH; elle pourra être considérée 
comme étant à la fois perpendiculaire sur CE et 
suir ÇjS}^ et l'on aura, jpar la nature de la courbe, 
E'H=LL4'. Nous représenterons, pour abréger, 
par t cette quantité infiniment petite E'H oii 
LL', laquelle n^est autxe cbose que la différan- 
tielle de CE ou de son égale AL. 

Soit prolongée l'ordonnée BE, jusqu'à ce 
qu'elle rencontre E'H en G; on aura, a cause 
des parallèles AU, BG , 

GA:CB::LL':£G, on a:a;::«:£G; 
d'où ÊG = -. 

a 

Les triangles semblables CEE , EHG donneiat 

ià:CBi:È&:ÈH, ou ^:a::: î^ife 

2.. 



ç'est'p-d^rp quç 1^3 ab^çissqs çt Içs ordonnées 
d^ l^oyifoi^e sjGint çutre çlk^.eA^isoD. myçrse 
de. çellç^ qvd leur çon«9pwdei^. daD$ la nou- 
velle çjjs^ïde. 

i Oq a donc y =1= -^ ; Ofu , eii substituant à j^ 

C'ek l^x^itMion gljnâ'aie de Vovdctanée de 
PovifoWtiè'éii valeur^ de Fabscîsse tîorre^pôti- 
datDtê de la nouvelle cbsôrde. On recônnîjîtra 

\ V ' If* 

fkoHement qu'elle e*^t ime trc^svènie -proportkm- 
nelle à GL et à CB, ou a . et à çc. 



/► 



âi. Nou& avons vu (art. 27) que dsTs-T^ 

c'est-à-fi^ cgi^ Çl^ est to^ijpurs fine t^isième 
proportionnelle à a et à a?, à ÇA et à CB. 

Nous x>bserVeroii«^ encore q»e Ci ëtttnt per- 
pendiculaire sur m, ^ siu: CB comine diamètre 
cfi>/4^fejttijie circbaÊéçenpfj ^e iievàey. «Ue^^pasT 
sera par le point 1. 

'8î>l^n>tyt^ldngef >k droile^GI^jësqù'â ce qu'elfe 




sera perpendiculaire sur CS, et'pàrcbhlsë^ùeht 
par^lg à ÇE^ il est éyideptqnç li^ quodri- 
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latère AMGS sera un rectangfe. On àutfa doBc 
CS=AM;^ mais AM;;;:;=BCs=s«,, donc aum 
CS=x. Auisi,, pour déterminer le point I sur 
la demi-circonférence de cercle BIC, il suffira 
de faire GS:*=3fiC et de tirer la droiterCS. 

Si du point S on mène sur le prolongement 
de CDila perpendiculaire S«, les tnangles rec- 
tangles senpJblabks BIC, G^S seront parfaite^ 
ment égaux, puisque leurs hypoténuses BC, CS 
sont ^lales. On aura donc S^ =sGI. 

32.. Ce qiK^ nons venons de dire founnit d^ 
moyens directs et faciles pour dégire une ovi- 
formeront Faxe GÂ est donné; 

Sur GA , comme diamètre , on commencera 
par décrire une circonférence de cercle AMGS, 
et du point C on mènera sur CA une perpenr 
diculaire indéfinie C«. .Un point B étant pris 
ensuite à volonté sur l'axe CA, on portera Fou- 
verturede oompas^ GB de G en S sur la*ciroon- 
fénemioe AJMÙQI. Du pointS Qn'tireora.laKkoiteGS^ 
et de plus on mènera du po^nt S s^ur Çs une 
perpendiculaire S«. Faisant ensuite GI=S«, le 
point I appartiendra à l'oviforme .^ , . ; ^ 

Au lieu de mener la perpendiculaire S5,,on 
pourrait également décrire sur BC comme dia- 
mètre mie circonférence r.de'^Gerfle^^. et sa ren- 
contre avec la droite GS déterminerait le point I. 
Bien entendu que^^e que iiou^^èiions d'indiquar 
seulement poui^mi.coté4e. Ji'ax^^ se ferarégsile- 



é 
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ment de tous les deux ; bien entendu aussi que 
les mêmes opérations se répéteront pour autant 
de valeurs de CB qu'on le jugera à propos. 

33. Nous ferons remarquer en passant que si , 
en partant du point C, on prend sur Taxe CA 

ou sur a une partie QJb égale à ^ > et que sur 

cette pallie, comme base, on décrÎTe de chaque 
côté de l'axe un triangle équilatéral C6i , les 
sommets i de ces deux triangles appartiendront 

à l'oviforme. En effet, ai l'oiji suppose a:=-, on 



X* ^, a 



aura — ou CI œ ^ ? ^* ^^ P^^^ ^ï *® trouvera 

la corde d'un cercle dont le diamètre ^era - 

et dont le rayon sera par conséquent, comme 

la corde elle-même, égal à 7. 

4 

34« La corde CI de l'oviforme peut évidem- 
ment être représentée par >/»'*-f-y'*. On aura 

donc yx^+y*=s: — ; ou, en substituant à x 



la valeur Va*«' que nous lui avons trouvée 
(art. 29), 



V/»'«-f-y» Œ ï-^—: y/aa/ 



} 



«t «'•+/•= VaV*, 

ou enfin , («'• +y*)' = a'x'*. 






C'est l'ëquation de l'oviforme que l'on peut 
' encore poseï* de cette autre manière. 

«'• _|_ 3/ V* + 3y V +y * = *>• 
— a'x'* 

Cette équation. du sixième degré n'ayant point 
d'exposans impairs, est résoluble par les mé- 
thodes du troisième. 

\ 35. L'équation :»'•+/• = VoVTss x n/SV 

3 

donne y* = a/v/a'a/-— s^ 

et y= \/a?'\/^V~x'*= V^4V^— ^^ 

Ainsi, l'abscisse d'un point quelconque de l'oyi- 
forme étant connue ,' il sera toujours facile de 
trouver la valeur de son ordonnée. 
On aura aussi 

36. Il est facile de voir que si it'==s o , oti aura 
aussi y = 05 que si A:'=:a, on aura encore 
y'sso; que si l'on fait x'^a, on trouvera 
pout y' des- Valeurs imaginaires. La courbe est 
donc fermée aux deux points C, A, 'et né peut 
s'étendre au-delà. ■ ^ 



1 1 . 



87. L'ordonnée maximum de l'oviforme ne 
répond point au milieu de l'axe CA. Il est facile 
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de trouver par le calcul différentiel que( e3t c& 
maximum et à quelle abscisse il se rapporte. 
Si l'on différencie Téquation 

on trouvera 

"^^"^ IS — — 3y (*'•+/•)• • 

Égalant à zéro ce coefficient différentiel , on aura 

2aV'=3(*"4-^*)«=, 01* !«'«»=:(«" -f-^T} 
nuâs nous ayons vu (art. 35) que. 

on aura donc 



ou ^a'ssas/^f ou Aa»î=«'*; 

4'pft «-S3> \/^aacjx/fà. 

Q ^^a âëilç de trouver, ensuite que 

he maximum oK de y est;dpnp \/^'^ et l'ab- 

^çii^se.G^ à laquelle il répond est V'^a.^C^s 

deux valeurs sont entre elles commet i eat)àt'V^â., 
c'est-à-dire cgpime le côté d'im carré est k sa 
dla^Ohàlè. 



. 3^, VoffT avp.ir layafcur de jla cocde.de Vovi- 
fpnp^e guî r,^j^n4 ^» maximj^myàe sfis Qrdof^nées, 

^er. ^, a?' ^ à j|( Iç» v^mr^, que «ows y^noa» de 

c^estnà-^dtre <Jae le point culminant K de la 
coù}4>e est tiistant du point G d'une quantité CK 
^ale aux deux tiers de l'axe CA. 

îg. Hsérattfecîbaussld'obtenirparlecalclil 
dSlBérètitiel IVîxpressiùn gëilérale de fa sous-tan- 
gente de Tovifomiç^ . . 

Aypnt trouve gy = ^^ vC3a;-(/>+y')' > ^ 
ne faudrait plus que multiplier tsette équation 
par y\ et l'on aurait 

jr;dyv.9^1a?pusrtaJBcpte=^ ^^g^^i^ 

Ou , en substituant à y'^ et à (x'^+j^'*)* leurs 

valeurs x ya^x^—^^ tt àx^ \/ax'\ 

•^ 2^^3—3007' Vax* " 



3(ya''x—x' Va^x' — x' 

<^^^ia, ■■i~ 0, ^'^ .'«ai ■; =••.'.. . . 



i 
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4©- Si a/ = a, la sou&-tangente sera égàk'à 
' ïérb; la tangente passera par le poînt A et sera 
perpendiculaire à l'axe ; elle se confondra avec 
Tasy mptote qui , dans ce cas , touchera à là Ëiis 
l'oviforme au point A et la noutelte cissoïde à 
une distance infinie. 

.41- La tangente au point culminant de l'ovi- 

forme serait parallèle à IVxe, et la fious-tangente 

serait alors, par conséquent, infinie) ce qui sup- 

' poserait que, dans s^ valeur trouvée ci-dessus , 

le dénominateur serait égal à zérQ. Fais^mt 4ono 

— g — ■ I =0, on aurait 



2a 



III 






ou.. aa = 3V'a»'*, 



o[/ ax^^ , i .. 



« t 



d'où 



ou ga=s, \/â«", ou ^a'ssaw'*,' où^'à? ==?«"; 

résultat confoque à celui <it*e nous av<Mis trouvé 
(art. 37).. " ,>; ' 

I ' * /s 

Tant que l'on, aura ar'< \/ ^a, la sous-tan- 

gente sera positive et la. tangente rencontrera le 
prolongement de l'axe à droite ou au-dessus 

du point C. Quand on aura «' > y — «, la sous- 
tangente sera négative et la tangente rcncon- 
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trera le pÉDlongement de l'axe au-dessous du 
point A, 

42. On obtiendrait une expression plus simple 
si l'on cherchait la valeur de la partie de Taxe 
comprise entre son origine C et la tangente 5 il 
faudrait pour cela retrancher a:' de la sous- 
tangente , ce qui donnerait 

• /'"HT" f ^^^ . / 






— 1 






3 3 3' 



Qa 



3 

3v/ax' 



fla — 3 j/flx'* 



aa/ 



aa^i^aaf' ,.3^ —^^ 

L'expression générale de la partie de l'axe com- 
prise entre le point C et la tangente est donc. . 






a' 



-<i) 



a 



— ) =0, on 



(3o) 
trouvera comme ci-dessu3 a?' = l/ — a, 

43, Si à la valeur ' . .. >• ... .. ; de la piar tie de 

l'axe comprise enttfe le point C et la tangente , 
on rajoute l'abscisse ar', on trouvera une valeur 
de la sous-tatigente équivalente à celle que nous 
avons d3tenue (art. 3o) , mais exprimée d'uae 
manière* plus simple. Ce sera 



• 

/V3 






3« 



44- Tant que l'on aura a/ < l/— a, ou 

s 
;= a , la quantité ; ^ sera positive et la 



-<0 



tangente Ira rencontrer le prolongement de l'axe 
au-dessus du point d. Quand au contraire od 
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^aura a:' > \/ — a, la quantité ; sera 

négative et la tsmgente ira rencontrer le pro- 
longement de l'axe au-dessous du point A. A 
cette odbservation que nous avcms déjà faite 
(art. 41)9 nous croyons devoir maintenant ajou- 
ter celle-ci. 

Cette manière de distinguer les<]uantités po- 
sitives des négatives est directement contraire à 
celle que nous avons suivie jusqu'ici pour la 
nouvelle cîssoïde, puisqu'à partir du point C 
notis avons toujidmrs regardé icôiïmie positive^ les 
quantités mesurées de C vers A, et Éoi!ilnïe 
négativtes celles ^ui sont mesurées èta sens Cîôn- 
Iraire. 

Pour faire cadrer au besoin avec les équations 
de la nouvelle cissoîde, celles qm sont relatives 
à l'oviforme, il sera donc nécessaire de faire à 
celies-^ci tan^ rèdification qui ne consistera au 
tsurplils qu'à changer les signes des dënomîiia* 
steurs. Ainsi l'eiLprés^n de là sous-tangente sera 
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«t celle de la partie de l'axè Comprise ënttie le 



(3a) 
point C et la tangente sera 



% 



Ces nouvelles expressions seront en harmonie 
avec celles dont nous faisons usage pour la nou-- 
velle ciss(Mfde. 

45. Panni les propriétés de l'oviforme , celle 
qui établit entre cette courbe et la nouvelle 
cissoïde construite sur le même axe qu'elle , le 
rapport le plus important, est la suivante. 

Si deux cordes CE, CI de la nouvelle cissoïde 
et de l'oviforme sont perpendiculaires l'une à 
l'autre, et que l'on tire la droite El, elle sera 
tangente au point E de la nouvelle cissoïde. On 
voit qu'il n'est dans cette dernière courbe au- 
cun point dont au moyen de l'oviforme il ne 
soit facile de déterminer la tangente. 

46. La corde CI de l'oviforme étant en quelque 
sorte le lien Commtm des deux courbes, il nous 
sera qudquefois commode de lui donner une 
désignation particulière : hous la nommerons u. 

On se rappellera que si des points £, I on 
mène respectivement dans les deux courbes les 
ordonnées EB, 10^ les abscisses CB, CO seront 
relativement à CI ou à z/ les valeurs tîorrespon- 
dantes de x et de rc'. 
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!Nous avons donc (art. 27) 



x^ r — " 

w= — et aî= \/au. 



Si dans l'équation Mis=*- on substitue à « sa 
valeur yaV, on aura 

«-V/^ et «'=,v/^^«v/l- 

47. Nous ne nous permettrons plus, relati* 
vettient à Poviforme, qu'une «eule observation. 

Nous sonunes convenus, à l'occaaian de la 
nouvelle cissoïde , de regarder comme positives 
les ordonnées et autres lignes qui prennent leur 
direction au-dessus de l'axe CA ; comme néga- 
tives celles qui la prennent au-dessous. La même 
distinction doit avoir lieu pour l'oviforme, puis- 
que son axe est le même que celui de la nouvelle 
cissoïde, et qu'il la divise aussi en deux parties 
égales. Il suit de là que les valeurs de^' et d^ zi, 
comme celles de ^ et de 2, admettent concur- 
remment les signes -f- et — ; nwiis ils doivent , 
pour l'oviforme, s'écrire dans un 3ens opposé à 
celui que nous adopterions pour la nouvelle 
cissoïde. Il pst évident, en efiTet, que les valeurs 
de y* et de u sont négatives lorsqu'elles se rap- 
portent à la branche positive de l'autre courbe, 
e J réciproquement. Rappelant donc ces valeurs 
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telles que nous les ayons trouvée» cL^dessus, il 
sera convenable de les poser de la manière 
suivante : 



y 



= =pV/»'(^aV — xO, 



ymaximu7n:=:zsp y —o^^ 



fl7 



ws=:=t— = 35 Vaa?'*, etc. 



Revenons maintenant à notre proposition de 
Tarticle ay, qu'une digression un peu longue 
$!ir la courbe oviforffie nous a pendant quelque 
temps fût perdre de vfie. 

4^. Lé» triangles semblables CBE, ËGH 
donnent 

CÉ:BE::EG:GH, ou "^lyv.-xGAi 

d'où ' GH = ^. 

Donc 
ffÙ ou E^H—(ÏH==:^~ = f(i — 

Si l'on prolongé la tangente El jusqu'à ce 
qu'elle i^eiicontre en N le prolongement de CD , 
le& triangles semblables E'GE, ECN donneront 

È'G:GÈ::Œ:CN, 

ou ,(x-5Y:îft:^:CN5 



(3i$) 

d'où CN=:j^J 

OU* en stibsiî^attt à r » valetw ^«-r=a=-=. , 

CJ?i SS ru ^ . 

Ceci fournit un second moyen de mener ui;^ 
4angen4e à un point donné de la nouvelle cis- 
^li'de : U fyj^Xt pprtfir de C en N une. quantité 

égale à ^ '• — j et tirer la lig^e EN. 

49. CN a deus valçurst égales, Fune positive , 
Fautre négative, et il est évident que c'est sa 
valeur négative qui répond à la br^çhi^ pçfiî* 
tive de la nouvelle cissoïde , et réciproquement. 
1\ Q^j^i^V^t 4qm d'écnre 



(a^-^a^)^ 



point V, et les triangles sem'blables E VB ^ NVÇ 
donnent 

BE ) GN Jî BV : CV, 
etBErt-CIî:C^u«f4TCY^GVî:eB3CV, 



3.- 
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J„A ^-ir a*X 



d'où CV = 



3a»_x* 



5i. Pour avoir la valeur de BV, il faudrait 
retrancher CV de CB ou de ar, et Fon aurait 



BV = a? — 



o»x a^—s^ 



sa* — X* aa' — x*' 

Sa. BV est la sou^-tangente. On la trouverait 
d'une manière plus directe en différenciant Té- 

quationy= — =. et en cherchant la va- 
leur de y t-. Ce calcul donnerait 

^ dy aa^x^ — xr ' 

OU* en substituant à v* sa valeur --r — ;, et 

réduisant , BV = x — r r ; résultat semblable 

à celui que nous venons d'obtenir. 

53. Supposons qu'il suit question de mener 
une tangente au point F, où la nouvelle cissoïde 
rencontre le quart de circonférence AFD ; on a 

r 

dans ce cas fart. i3) xss— 7=. Substituant cette 
valeur de x dans les équations 



X* >^T . - fl^X* 



Cl ou:ttr=qF— :^ CN===p 



^■H^i 



o - • î' 



(o«— x»)* 



CV=sfe' e' BV=x«â=S> 



(37) 
on trouvera 



« = — ^, CN = — Vaa, 



CV=-^a, et BV=^. 

On peut i:emarquer quHci C3H est le double 
de 3? ou de CB. 

54« Supposons encore que Fon veuille mener 
une tangente au point de la nouvelle cissoïde, 
ou elle coupe la circonférence du cercle géné- 
rateur AMC. On a dans ce cas (art. ^4) 

\/b—i 

et l'on trouvera, en substituant à x cette valeur 
dans les équations ci- dessus , 

CV = ?=^a, et BV = (\/5— 2>a. 

-11 est à remarquer dans t;et exemple, i®. que 2« 

ou CI=CV; 

2*. Que l'on aura aussi CN = CE = z. 

En effet, nous avons vu (art. i4) que dans le 

, t/5— 1 

cas ou X est égal a -^— a, on a 



=i/i^». 



(38) 

Les triangles ECN, VCI seront doncîsôscëlës, 
et la perpendiculaire quîiflerait menée du point C 
sur la tangente , diviserait chacun des deux angles 
ECN, yCI en deux parties ég»)^. 

55. n^^t sembler intéressant de savoir quel 
est le.pointide liil)twXiche GER ddst k timgftnte 
serait perpendiculaire à la droite itielié6<kipeiât 
d^attouchement au point A. 

ï^our résoudre celte 'question^ il faut eoBsi^ 
dërer que^ dans le cas ^«ipj>osé,, le triangle «ÀEY 
sera rectangle en E« et que l'on «Hità, ipar con^ 
séquent , 

BEfcfaiifi-X^W; 
mais • 

et *tài:x^^^(art.5i). 

Il faut doiS^ p(»ser oette équatidn^ 

qui conduira déânibyement à ceUe^ci : 

Cette dernière «éifualiiafir^ -qui îekt du Hqpi»triè* 
degré et sans second terme, étant résolue, don- 
nerait la valeur que^dit savoir x pour satisfaire 
à la question. 
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Nous avcniâ/par des méthodes approximatives^ 
trouyë «= 0,5^49 ^? ^^ ^ donnerait 

On trouverait ensuite la valeur de A£ par cette 
équation 

AE= VBE-^ AB=B= yj^*H-.(^ -^-a?)% 

qui nous a donné, par approximation, 

AE=; 0^57489 a. 

C'eft isL plus ficmite dis|baBce <âu ipoint: A à la 
nouvelle teàsteide. . 

56. On pourrait pi^opoêer -beaucoup '<t^autves^ 
questions du même genre • et «notamment en*< 
core o^eH^i.*Quej[ est le poi|it^64a iyraneheCEA 
delà uowvetlé cissc^e dont la tangente &it «des 
angles égau;}!: arvec l'aBce -CA ^ avec Fasymp^ 
tateAP? 

Dans le eas Buppocé, mi a. ^aécQS6s^mf9t 
Œ.P^GV. Subfitiiûaiftt idoB>€ à ce» de^x qpianr* 
titës lies i^eui)» q^ nDuai Imr moM iffi\m4m 
(art.'4Set.5p),«0J»âum ^ } 

a*3t* ^x X ' ' 1' "' , 

ce qni>d0nnèi)a>ilé&itt»nr^ii^t 



5-.. F 3-r -a 



( 4«î. ) . :' 

Oette équation qui, bien que du sixième degré, 
est résoluble par le» méthodes du troisième, 
donnerait 

• a 

a?*c=o,i7o5i8a* et iv = o,4i3938^. 

Il serait facile de trouver ensuite 0,1872260 
pour la valeur de^, et 0,225'] iZ a pour la va- 
leur commune de CN et de CV. 

Ainsi ^ si sur l'axe CA et sur CN parallèle à 
l'asymptote AP, on prend deux points qui soient 
chacun distans du point Ç de la quantité 
0,235713 a, la ligne qui les unira étant pro- 
longée , touchera la nouvelle cissoîde en un 
point qui aura 0,412938a pour abscisse, et 
0,1872260 pour ordonnée. On obtiendrait le 
même résultat si, à partir du point A, on pre- 
mut sur l'axe et sur l'asymptote deux parties 
égales à a— 0,225713 a, ou à 0,774287a. 

57. Soit Ee (fig. 3) un élément infiniment 
petit de la nouvelle cissoîde CER; si par les 
points £ , ^ on mène parallèlement à l'asymp- 
tote AP les droites BEF, bef, qui rencontrent 
l'axe GA aux points B, 5, et le quart de cir- 
conférence AFD aux points F, jf; qu'ensuite des 
points F, y on mène parallèlement à l'axe GA 
les droites FH,yA , qui rencontrent la ligne GD 
aux points H , A 3 qu'enfin on tire le rayon GF, 
il sera facile de prouver que l'espace cissoïdal 
EB^é compris entre les deux ordonnées BE, bc 



T' 
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sera légal à l'espace circulaire FHhf compris 
entre les deux ordonnées FH,yA. 

En effet , les élëmens Ee, TPfàë la nouvelle 
cissoïde et du quart de circonférence AFD étant 
infiniment petits , les espaces EBbe , FH^ sont 
evidenupent entre eux :: BE X B6 : FH X HA. 



Mais 



B£ 



'X 



|/a*— oc* ' 



donc l'espace 



EBbet=z 



XBÔ. 



Maintenant, les triangles semblables FBG, 
FO/*nous donnent 

FB : CB :: FO : O/:: B6 : HA, 

ou, à cause que 



FB === V^CF--€E == v/a* — :r% 



y/a^—'X^lxllBblUh, 



d'où 



HA 



V^a»— X» 



XBA. 



Donc l'espace 



FHA/= FH X 



l/a» — X» 



XBÔ; 



mais 



FH=GB=;x; 



( 4a ) 
Ame enfin l'^espace 

Les àeuB. espmes EBbeyFUhf sont done rapré- 
«ailté5îMrdB«x valeurs légales et identiques; ils 
sont donc égaux entre eux. 

58. Il résulte claîremerit de ce que nous ve- 
noM d€ démontrer : i». que tout espace ciasoïdal 
t^E , compris entre un arc CE de cette courbe, 
1 abscisse CB et J'oolenaée BEde son extrémité 
E , est égal au demî-segment circulaire corres- 
pondant ,FHD^ puMiMe oas 4bux eifouoes sont 
composés d'un même nombre d'élémen» ooires- 
pondans inHniment petits et ^aux chacun à 
chacun; iT. que supposant erifin 

CB ou «=CA=:a, 

on trouHreia ^^ Ymv9 JciwoïdaJe «aliére com- 
prise entre une branche de la nouvelle cissoïde , 
son axe et son aSympiote , est ^ale au quart de 
cercle CAFD qui a l'axe CA pour rayon, ou, 
ce qui est la même -*eœ , i 4a surface entière 
du cercle qui a l'axe CA pour diamètre. 

59. On obtiendrait les mêmes résidtats en 
btégrantJa différentielle^^, dans laquelle il 
faudrait préaJaHemeBtisubstituer à j^ sa valeur 

-7===^, ce qui^Éfflweiak > ' j ■ . 
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Or 5 en intégrant par parties cette -dettiiérc 
quantité, on trouve 

M , ,jr t^dx r xdx 

d'où 

Mais 

i^^ — arc f cos=:^ -4- constante^ 

àcmc 

On déterminera la valeur de la constante , en 
faisant dans cette expression a? = o , ce qui la 

réduira à - . 7 circonf. Donc le secteur 

CBE= -. r fcirconf.— - V^a*— a:*— - arc( cos=H ; 

mais le quart de cercle 

CAFD=- . 7 circonf. , 
2 4 
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le secteur 

CAF= - arc ( cos = - ) = - arc AD , 
et le triangle 



I 



2 

Donc le secteur cissoïdal 



CBE = CAFD— CAF— CFH = 

le draû-segment de cercle FHD. 

Il ne Êiut plus que supposer j; = a ^ pour 
voir que l'espace total compris entre la nou- 
velle cissoïde, son axe et son asymptote est 
égal au quart de cercle GAFD. Il est évident , 
en effet , que^ dans cette supposition y le point F 
se confondant avec le point A , le secteur CAF 
et le triangle GFH s'évanouissent. 
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CHAPITRE II. 

Jtapports de la nouvelle Cissdîde avec celle 

de Dioclàs^ 



^■^Mi*rfi^iM*^MMMkate 



60. JL ouR comparer &cilement entre elles l'an- 
cienne et la nouvelle cîssoïde, il convient de 
rapprocher ces deux courbes en les traçant con« 
curremment sur une m^e figure , et en leur 
donnant la m^ne origine, le même axe, la 
même asymptote: c'est ce que nous avons Êiit 
fig. 4- Cé^ ^st la cissoïde de IKocIés, et GER la 
nouvelle cissoïde ; le point G est ForigiDe com- 
mune, G A l'axe commun, AP la commune 
asymptote ; les abscisses des deux courbes se 
mesurent également sur l'axe GA. Nous conti- 
nuerons de nommer x^ y ^ les abscisses et les 
ordonnées de la nouvelle cissoïde , et nous dési- 
gnerons par »\ y y celles de la cissoïde de IKo- 
clès; z^ représentera aussi, au bescmi, la corde 
de cette dernière courbe. 

L'équation générale de la cissoïde de Dioclès , 
qui, comme on sait, est 
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il par elle-même beaucoup d'analogie avec celle 
de la nonvelle cissoïde, qui est 

Chaque terme de la première ne diffère du 
terme correspondant de la seconde , qu'en ce 
que l'exposant d'un de ses facteurs est moindre 
d'une unité. Lb& valeurs, du caixé de l'or- 
donnée qui y dans les deux courbes y sont 

presettteBl la mâme analogie, et on la retrou- 
wra danS' un» grand nombre d^autres résultats. 

L'éauation de h^ ci^oïde de Dîoclès p'es( que 
du troisième degré; cçUe; de la QOUveUe qiftr 
soïde est du quatrième. U p'en est psis mçÂW 
vrai que cette dernière e%t plu» §împ]i9^ pa^çf^ 
que n'ayaat poipt d'fxpasam impairs^i, ^ #q 
laisse traiter par ies piéthod^ du sepcwd da^ 
gré. L'équation 

qui doime la valeur générale de ses abscisses , 
est incontestablement plus sitnple que Féqua* 
tion correspo^daot?^ dç la ci)»ai^e de Dioclès y 
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qui scîralf \ 






6i . Si sur l'axe CA cofiajne diamètre , on dé- 
crit une cirooliférence de cei'cie, ce cercle sera 
le cercle générateur de la cissoïde de Dioclès ; 
et nous avons vu ( art* 5 ) (JuSl peut être- kh 
gardé aussi comme le cercle générateur de la 
nouvelle dssoïde. 

Getté demièi^ courbe coupe en son milieu F 
le quart de circonférence AFTD, qui a CA pour 
rayon. La cissoïde de Dioclès coupe en son mi- 
lieu d la demi-cîrconférence . AdC du c^ole 
générateur , et W deux points , d'intersection 
Fyd sont sur une même «écante CX^, qui divia? 
en deux parties égales l'angle droit ACD. 

62. Si d'un point quelconque e de la cissoïde 
de Dioclès^ on tire la Corde Ga et l'ordonnée bcy 
on aura 

C^=ë6 + 6^* ou z'*=3a'*4-yS. 
ou en substituant à y^ sa valeur -? , 

a/» oa/» 



'*"~*''"^ «b-oî'—'a— a/ 



( 48 ) 

c^est l'expression générale de la corde de cette 
courbe. 

On aurait CL par cette proportion 

Cô : Ce :: CA : CL, 



ou «':« \/-^^::a:CL: 

d'où CL=a\/-2-,* 

V a — X 

63. La cissoïde de Dioclès coupe le quart d^ 
circonférence AFD en un point G, et à ce point 
on a i&'=:C6=a. Comparant cette valeur de 
J avec sa valeur générale , on aura 



• • 


a = 


:«'\/ 




d'où 


«'•+ 


ax'- 


-a'=30, 


et par 


ccMiséquent 


ys- 


— a: 



mais nous avons démontré (art. i4) que le point 
g- où la nouvelle cissoïde coupe la demi-circon- 
férence du cercle générateur, a aussi pour ab- 

^ a : les deux points G , g répon- 
dent donc à une même abscisse Ch. 



scisse 

2 



• 
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6'4. Il résulte de ce qui vient d'être dit 
(art. 61 et 63) , que les quatre points F, dy Q, ffy 
où les deux eissoïdes rencontrent le quart de 
circonférence AfD et la demi - circonférence 
AdC y sont placés de manière que les deux pre- 
miers appartiennent à une niémé siécante , et 
que les deux dernierà répondent à une même 
abscisse. 

Il est évident aussi que 

va 

65. Puisque Ch = ^ — ^^ a, on aura 



Gh ou CG~Cfc=<t*~r ^ ^ ja» 



Mai» nous avons via ( art. i5 ) que la nouvelle 
cistoacle' coupe la droite DO^u un point I « te) 



• . • • » 



.\- • -.r/. . - .- ,:. m =iDî: --- v. V .- •;•. ■• 

66. $H{^K)9<H>s jqm inomenfc que lé pomt 1 est 

4 
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celui où le {^rolongefnent de 03 rencontra la 
dr6i4:e^OQ; >'leài tn^iigleft> ^emblablen, GhG y ODI y 
d«tiiiGiïOfip* • ^ - 



i__ I ■ H ■ • •'•'.,'• •,;.,/ 



d'où Dl=Y/-*^flf=f.<^%^ ' ' 

Il suit de là que^^ grolotigen^^t de CG et la 
nouvelle cissoïde rencontrent en un même 
point 1 la droite PQ ^. pu , ce qui est la même 
chose ,' 4ùc fe» peint Ç et le pèiiit l'iôti là nou- 
velle cissoïde rçncontre la droite DQ, appar- 
tiennent a^ûnè màne^ BéeaàtBr^ «i^ > ' 

67. Si une corde quelconque C^ de la cis- 
soïde 4ê lbloEÊ^esi£>pÇ<JoHg& jusqu'à c^ qu'elle 
rencontre la demi-^citconférence du cercle gé- 
nérateur ep M et l'asymptote en L, et que du 
point iiT^ 4èn# k iiMle. MO*î)àffaft^ 
à l'axe, les triangles rectangles Cbe^ MOL , se- 
ront pwJ^ittem^K ^au»,, |)i0t(pik'fh«;seiièiMÉal/ 
HffiAe^ ,irt.qp«Apair i% MètoieiAeià ss^ucbe^lsiib' 
hypoténuses Ce , ML s9nt^^S^^s ; on aura 
donc i«tti>Wiiletoeii¥MB=:^==i<^nm '^'^ 

\iié tnn^lé4l|Ctt<'<«»«i>péitt-«lti>':oifi|iilde'^ 



Les ^e^x trjapgjp? ^L^ A]^, p^flW (jqî^ 

commun ML , qui fournit ^ ^^f<ft?y ^ Jla, çîsMft4f 
de Dioclès sa corde C& , et à la nouvelle cis- 
solde son ordonnée :9Eê. -- • 

c^est de mettre en rapport deux point^ ^e^ çfsf 
courbes^ qui correspondent ou à une sëcante 
ou à une aLsdsse Coinmùiie. Hou^ ëmpldîerons 
successivement ce% dhii^ mâYefîts ; mi^J^. .p$i^jr 
rendre notre travail plus facileH^nous crovons 
devoir le faire jk-éceder pàrje-îemtue suivant. 

60. Lemme. Soient deux demi-eUinses , 3em- 
blables AFDH , AfdC (fig. 5) , qui , ayant la 
même origii^ ^.^ ^;f ^ ^eiittesCfi, c, placés 
avec le point A sur une même ligne droite AH , 
soient telles que les axes de la préMêi^cf soient 
doçiftlf^çiCjîM ^ ja s^j5<yidej kje 
lipse AFD et la demi-eilipse Afd& sont coupes 
par une ordonné^ eî^^iaifUfi^^^s^ijjliQ Cûm^iHies 

nous 

pondai 

point C , setiaàX^ enbti ^ll6$ ^diXmld 

2*. que les deiijf ^allïgdssàrjpS^/i;^^ répondant 

4.. 
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• t 

aux points F , f situés sur la même sécante \ 
seront en tel rapport entre elles, que GG sera 
moyenne proportionnelle entre GA et C^, de 
manière qu'on aura 

Démonstration, i^. Les abscisses ; des deux 
ellipses se mesurant du centre C de la grande, si 
Ton &it 

GAssa et GD ou acds^by 
l'équation de la grande ellipse sera 

Bir=*l(a*— CB), 



et celle de la petite 

B;W*!(aXCB^CB; 
bn aura donc 

BÊ*:B^Vî *!(a*— CB):^(a X GB— CB*) 

:: a*— OâT: a X CB— CB* 
::(aH-CB) x (a— GB) :CB x(a~GB) 
::a4-CB:CB ::BH:GB, 
et BE:B»:: v/râ:\/EB 

a*. On a dans la grande elMpse 
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et dani la petite 

donc ^(a''-CG):^X<*^^—Q')^ 

t 

ou a'— œ : a X ^*— ci*::fG :fg. 

Mais à cause des triangles semblables 

CFG, C/^, FG ifg :: (Xi : Çy, 
ou ÎG:'fg::CG:Cg\ 

donc a*— CG ta x C^— ^*:: CG*: ^.^ 

Egalant le produit des extrêmes à celai des 
moyens y et réduisant , on trouvera 

cgWcaxÇs'. 

70. On peut réciproquement conclure de 1^ 
première des deux démonstrations ci-dessus , 
qu'étant donnée dans la demi-ellipse A/SIC, 
l'ordonnée B^ répondant à l'abscisse CB ; si un^ 
ordonnée du quart d'ellipse AFD se trouve être 

avec B^ dans le rappcwt de \/BH à \/0B , elle 
répondra à la même abscisse G3. En effet, si 
l'on prolonge l'ordonnée Btf jusqu'à te qu'elle 
rencontre en E le quart d'ellipse AFD , nous ve- 
nons de voir que l'ordonnée BE sera avec B^ 



i 
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dans le rapport de VBH : \/CB-, iéHfe éérà dtihb 
égale à l'ordonnée en question ; maïs si ces 
deux ordoniiéës nTetaiem ^s là même , et ne 
répondaient pas à la même abscisse , il y au- 
rait daÂs ié quètA ^'ie^Ûipsê Att) 'ûSènk, ordon- 
nées différentes de même longueur, ce (jui est 
impossiMe. 

71. On démo^trerait par un raisonnement 
semblable que si deux abscisses CG, C^, du 
quart d'€ifiJ)5eÀFD et de ïjadeBài^lfijpseA/aC, 
sont enti;fe elles dans un tel rapport, que la pre- 
mière soit mèi^hnè 'p^opttrtîonWelle entre Ift 
seconde et CA ; les points F, y*, répondant a 
ces a3>^cîs^ , apj/arfiéhdi'Snt ûéfcfe^sàîreiniettt à 
up0 if^n^ sécdnte,CF. 

7:2. Nous allon8.*œ^t«naiH nieCtxe en rapport 
deux points E, ^ , (fig. 4) de là nouvelle et de 
l'ancienne cissoMe, 4i<^u^ sur une même se- 




è^f^^fVyj^^i leurs cordes CE , Ce par z, jç'. 

Il est clair qu^à cause des triangles sembla- 
bles GSlE ^ Çbey on aura 



• .1 1« \ 



GE'tOe :: CB : €6 :: BE vèe , 



OU z.: z .m X • X •• j •y j 

msôs iea tAixagles sembiables ALM, CAM^ 
dc^fumott 



AL : LM :: CA : AM , 

OU jz J z'*t: "m : Xy 

on aura*t)ôiÉb aussi 

1^ ajixi: X • x' y 

d'où x' =5 — et a: = va*' ; 

a*. nxi^'v.y'.y; 

•^ a . "^ X 

73. De cetteiÇr^portiori 

a î ar :; * : x', 
on peut ëonclute celle-ci : 



/ 



«i : tt ****irî: « : r^r-.* j 



> 



d'où . x-^x^^ 



,'- ax-^ài^ 



-^> 



c'est répression générale de la partie U de 
l'axe comjinse entre 1^ «deux i&>sci^àe& CB , C6. 
La même vsSieùr exprimée en V serait 

74. TJÏoiis avons Vu tàirtrmqiie " * ' 
Ce on i':^l^ps^E>^=^^.i .. • 



I K « 

mais y = 



i(^,' '• n- "•.'' •. V 






Donc {lusei - ^ 
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^«. X» ' 



oa , en substituant i « sa valeur ^axf-y 



aaf 



I/o*— ca/ 









et 



«'~^v/^- ' 



75. Si Ton retnoiche la valeur de 2' exprimée 
en X, de celle de z qui est 



Va«^** 



y on aura 



iK< 



ox 



ax^^x^ 



V/a»— j:* i/o»— 0?» i/a^-^x* 



C'est l'expressioifr générale de la partie E^ d'une 
sécante commune qui est comprise »entre les 
deux courbes. La même yaleuir exprimée en xf 
serait 



y"^^ 



ou 



ox 



76. Nous avon^ vu (art. 73) que x' = — ; 

c'est-à-dire que x est moyenne proportionnelle 
entre a et x'. I^e cette observation rapprochée 
de celle que nous avcms faite (art. 71)^ on est 
fondé à conclure que si, par le point ^ de la 
cissoïde de Diodes , on fait passer une demi- 
ellipse qui ait GA ou a pour premier axe, le 
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point £ de la nouvelle cissoïde appartiendra k 
une autre demi-ellipse qui aiira pour demi*axes 
les axes de b premi^. 

"77. Nous* avons démontré (art. 37) que pour 
mener une tat^ente à un point donné' £ de la 
nouvelle cissoïde, dont x est' l'abscisse, il&ut, 
sur la perpendiculaire Ci menée du point G a 

la corde CE, prendre une partie Cî=?s — et ârer 
la droite Eî. Mais (art. 73) Çb ou x^ est aussi 
égale, à *r* ; donc, û les deux cissoïdes $ont cou- 
pées aux points E^ ^ par une sécante commune, 
et qu'ayant mené du pcnnt l'ordonnée ^&, on 
porte l'abscisse Cb ou xf de G en i sur une di- 
rection perpen<Ëculaire à la sécante ooii|mune 
GE, la droite Ei menée par les points E, i sera 
tangente au point E de la nouvelle cissoïde. 

78. Il nous reste à niettre en rsipport deux 
pcwnts E, e (fig. 6) des deux cissoïdes, répon- 
dant à une abscisse commime GB. Gette dbscisse 
oommune, nous la nommerons simplement x*^ 
pour distinguer les ordonnées, nous ferons 

BE=^y et B^=y. 
79.IN0US savons que 



a»— jc* 



ctquey»=— 7 



1 



<58) 



on aura dbnc 



CL ^"^ JT Œ •"" X 

do. Le rapport que nous venons de trouvei 
entre les ordonnées j^,j^' ou BE, B& /étant abso- 
1mjiei¥t leinème'qtjie odui qui «Kistè ^^%, 69) 
entre les ordonnées, répondant à une même 
abscisse de deux ellipses semblables, dont l'une 
a ses àïes doûMes de ceux de Fmitté, il tésulte 
de'oe iipû a été observé {art. 70) qûe/^ par le 
point Ë <4e \tk nouvelle ^is^îdé, on £nt pasaiar 
utfe «eUipse ^ui ait CA poulr )preijaîer lixe> le 
fioôit <e 'de la cissouSe -de Dii>olés'i^pp«rtieBâra à 
«ne elli|>9e 9êB(d)l«ble^ d^Ht GA bevà Jl>e ptiemier 
denoNKse. 

81 . *Gette demière'obseft'viitîon ««f^Hdcbée de 
ecdiequi a été &ite (art. '76)9 suffit poiur bous 
oeirraineite^e fo le» douE^isioïdes «ottt coupées 
par (dans ^eU^ses ^sfinUableâ AGC^ Aeotf fftû 
ayant CiA , la prooÉière . pbiv* san^^ rlîi .aèoonde 
pour demi-axe , aient leur second axe dans un 
rapport quelconque av0c le pfemièt, leurs inter- 
sections Ë, e^ M, nij avec ces iJeux-^Uipses, 
seront telles, qu'elles répondront, les deux 
premières J&, ^ k nne même absoîsae CB, les 
deux autres !M, m à une même sécante CL. 
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Amsî « généralise une propriété que nous 
d'uviGBs îéiîfoAtrée (art. 64) que poutte fcercle 
gëttërarlear ikiXl odaxpaûré au quart <le cireonfé- 
reace AFD. 

8i. Dé là ^pitoporiioii^ :y ;; Vx: Va+*, 

il résulté , 

I**. Qu'on aura toujours 

/ oc I / ^ "1" *^ 

:2°. Que l'on âurd aussi oette proportion : 

Vî : Vo^-^ Vi :: j^ : y— ri 

d'où jr — J< =y ^ 7^— ^ 

ou, €ù ^ub^iftLànt kysk Valeur 



x-* 



a;* 






<,t«VJ>» • L»'j« 






G'Mt r63i|$i%fi£otk généi^è de la paitie d'une 
oridiKimiée bditnuitiâe icômpriisé entre iés dlrax 

SB. Ëttaeit 'dMSié stur^ià !tK)nf^le^«id6dïde «m 
poiit^dontl'abscisseestx/nousavonsyu (art. 75) 
que la partie comprise entre les 4eux courbes , 
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delà isécante passant par ce point, e3t ^^j^\ 

et nous venons de voir que la partie comprise 
entre les deux courbes de Tordonnée 

menëe par le même point, est «-S-^^ss— . 
Si l'on suppose 9 =: ^ a , les deuxquan- 

titës77===, y ./-r— > ^^"^^ ^^^' ^° 
effet, elles sont affectées du même dénomina- 

teur^ et, par la substitution à x de ■ a, les 

numérateurs deviennent l'un comme l'autre 

Mais (art. i4) le point de la nouvelle ci^ 

solde qui a a pour abscisse, est celui où 

cette courbe rencontre la demi ^ circonférence 
ADG du cercle générateur. Il s'ensuit donc 
que, si du point où la nouvelle cissoïde ren- 
contre la demi-circonférence du cercle généra- 
teur, on mène à la cbsoïde de Dioclês deux 
droites dirigées, l'une vers le point G, l'autre 
parallèlement à l'asymptote, ces deux droites 

seront égales. Leur valeur commune est facile à 
trouver ; c est \ / ■» a. 
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84* On petit oomparer aussi tes abscisses de 
deuK points des deux cissoïdes qui répondent à 
deux ordonnées ^ales, ou qui se trouvent sur 
une même parallèle à l'axe. Nous savons que 
l'expression générale de ces abscisses est pour la 
nouvelle cissoïde^ 



et pour la cissoîde de Dioclès , 



a ' 




+v/¥-v^+f- 



Si Fon représente donc par j^ les deux ordon- 
nées égales , et par Xj x^y les abscisses corres- 
pondantes, on aura la différence de ces 



ou 



•■ ' 1 



9S'. Uaipplicàtion £recte di oette ëquatûm 
générale à àéi cas particuliers j jeterait dans dét 
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cakuk fiaetidieux et pénibles. On peut cepen- 
dant trouver par des predëdës phiB simp]^» tant 
de valeurs de x^^scf 4]ue l'on voudra^ si, dans 
\e . choix des exemples , on veut s^i^ssujettir à la 
marche suivante» 

On commencera par assigner à ôc^ une valetir 
quelconque y momdpe ec^en^dant que a. On 
cherchera lij valeuricoprespondautedej^ par 

Tëquation / = #' yj^r^ f «W^rt nw^^ 
J =y , on trouvera car Tiquation 

la vfileur dqo:, etit i^^ s^agira plus que d'en re- 
trai;icher c^le {le a:'. 

. 96. I^.qjx9ftfité..f ;v^' ^ W^^W.'^aW 

^HPttTpipe^ 4ç.fiistRpçç <Je;rajp. ]>ioîj^ ^.^7 

vous ppint che rché à le déterminp r par des mé- 

diodes ' analyUqpSg v "^^^ ëS JPÎÎiHîpl^^^* \f^ 
tentatives iadîquées ( art. 85), nous nous som- 
mes assu]féfr^pie ce m aximum diffère très peu de 
o, 1 36981^ mr-fi-^ troi^ve «UF. onfi. parallèle à 
l'axe , qui en est distante de o^SSgSog a , et la 
valeur qqh'esptjïiijîinte de ^' ^e diffère pas d'un 

dix-miH^êmed^ 0,4^1^^- ^ — 
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■ 

plus pendant quelqite legips que pur des di^rés^.' 
peu sensibles. 

87. Si, par un pomi <juelconque e de la cis- 
soïde de^Dioclès , on fait passer une ellipse A^ 
qui ait CA ou a pour prémiier axe , et dont 
nous désignerons le t^doiid SKepâv/S' ; la (^rbîtet 
Q, 3^i.s^ra 4 la, foi^ h çordç jdb Ja çjsj^ïcte et 




égale à — v/ox' — a/* ; et CCUe if^Q ^ïPM^i WR+ 
sidérée ,eomme ordonnée de la cissoïde de tto- 

dbè»,<<fPt'iég^'à)a^y '«i'^^i^. €ompavtnl «i|tM 
éljfés ces deui vialéù^*s d^ B^ , on aura . ' 

• 

>i»i'/iu «P-isf 'i'.-:-.'.. .. '/tI i»-«a5/ :••> /. I 
a* ^ -^ q — X ' 

ou aV»=i8'*(«,-rpa:0:^. 



^ «. •' 






I < > 






cra^ -r .i #i# ûx 



d'où jS'- « r^^ el ^ ^' = . . 



( t 






Or , la corde G^, qui ( art. 74 ) est égale âr 



--v^. 



est évidemment moyenne proportionnelle entre 

V et -— r>, ou entre *' et /8. 

88. If ous avons vu (art. 1 7) que toute dfipse 
qui sera construite sur GA oua , cOinlne premier 
deini-aie , coupera la nouvelle ciàsoïdè en tin 
.point tel, que le demi-diamètre dirigé sur ce 
point iiera moyen proportionna entre a et le 
second dèmi-ale de l'ellipse, et que ce ileeoÉid' 

demi-ate sçra ^al â ^^^ . 

Nous pouvons respectivement conclure de 
ce qui vient d'être dit, que toute dlipse qui sera 
construite sur GA ou a eonune premier axe , 
coupera la cissoïde (le iKocIés en un point tel , 
que la eorde dirigée aur ce p<nnt sera moyenne 
proportionqieUe entre l'abscisse â/ de ce même 
point et le second axe de l'ellipse, et quf œ^ 

second axe sera ^[al à ^ ^ j . 

89. Il suit aussi que tout point de la cis- 
KSàe de IXoclès appartient à une ellipse qui d' 
GA ou a pour premier axç , et pour second axe 

une quantité /8' == ■ ^ i . 

^ go. Chaque point e de la cissoïde de Dioclés 



appartient aussi à une seconde elUpse Aeo, qui 
• CA ou a pour premier demi-axe, et pour 
second demi-axe unç quantité qlie nous nom- 
merons o . 

La droite B« considérée comme ordonnée de 
cette ellipse, qui a a et V pour premier et pour 
second demi-axes , est égale à 

et la même droite, considérée comme ordonnée 
de la cissoïde de Dioclès» est égale à 

Comparant entre elles ces deux valem-s de B^ , 
on aura 

^ Va* — «'• = »' \/ ^ , . 
a V a — oi^ 

OU en élevant au carré , 

ou a'a?" = ô" (a* — «•) (a — «') 

= *'• (a 4- «OC* — *') («— «0 

d'où 6"=;^ .e^f! — ^'^'' ^ ■ ' 



a + a/' 
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Tout point de la cissoïde de Dioclè» tfpp«tf- 
tiet\t donc à une elUpse qui a GA ou a (>our 
premier demi-axe, et paiw seeond deHrihKXe 
ime quantité 

^ — a *^ j6' V o 4- * * 

91. Il suit de^ deux articles précédens que 
tout point de la cissoïde de Dioclès peut être 
regardé coiinme l'intersection de deux ellipses 
qui ont l'axe CA ou ay la première fioist premier 
axe, l'autre foikr pnemier detiii-axe, et qui ont 
la première, pour second axe une quantité 



/3' = 



ax 



a — ai" 

É 

la seconde , pour second demi-axe une qusltititë 

93. Il est digiie de remarque que le second 
demi -axe V d'une déâ eHip"^ qui s'entre- 
coupent à un point de la cissoïde de Dioclès 

a une vsdeur f^ y U Yj^J seriifcWWfei' à celle 

— i/ — ^j— • , que nous avons trouvée (art. 2 2) 

pour Tesécbtid axe j3 de runè d^dëux elïipses, 
dont un point de kenouveUe cissoïde est l'inter- 
jection ; de sorte que , ti l'on met en rapport 



ax 



n 
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^eux points des deux cissoïdes répondant à 
une abscisse Commune que l'on pourra nommer 
simplement x^ les deut valeurs ci-detous seront 
identiques. 

On a dé)à pu conclure de ce que nous avons 
dit {art. 8 1 ) , que deux points des deux cissoïdes 
répondant à une abscisse commune , appartien- 
nent à deux ellipses semblables; celle de la 
nouvelle cissoïde ayant d pour premier axe, et 
celle de l'autre courbe ayant a pour premier 
demi-axe ; mais nous n'avions pas encore dé- 
terminé quelles étaient, relativement à l'ab- 
scisse commune x, lés valeurs des seconds axes 
de ces ellipses. Maintenant nous savons que 

la même quantité \/ -n — est le second 

axe de la première et le second demi-axe de la 
seconde. 

93. Ne perdons pas de vue qu'en même temps 
que les intersections E, ^, répondent à une ab- 
scisse conunune CB^ leÀ deux autres M^'^m, 
appartiennent à une même sécante CL, et réci- 
proquement. 

Nous avons déterminé (art. 79) le rapport 
qu'ont entre eUës les dértl ordonnées BE , B^ , et 
(art. 7 a) celui qui existe entre les abscisses CH, 
€A, ainsi qu'entré les ordonnées MH, mh; 
mais il peut sembler intéressant de lier ces dif- 
férentes observations, de manière, par exemple, 

5., 
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que connaissant la valeur de CB, que nous 
nommerons ici exclusivement ac, il soit aisé de 
trouver celles de CH , CA, MH , mh. Cherchons 
d'abord quelle est la valeur de CH; et, pour 
cela , comparons entre elles celles de MH , 
d'abord comme ordonnée de la nouvelle cis- 
solde, et ensuite comme ordonnée de l'ellipse 
qui, mesurant ses abscisses de son centre C, a 
pour demi*axes a et /3. 

La première de ces valeurs est 



CH 



y/a* — ch' 

et la seconde 



hsP^ 



— CH . 
Posons donc l'équation 



■ a 



^» =l\/a«-Œ. 



âV 



OU CH*=:J(a« — Ciï), 

ou a X CH = a'j0 — /S X CH*, 

ou o X CÏi + iS X CH = a»/3 ; 

d'où CH= "*^ 






(69) 

On peut trouver CA par la proportion 

a : CH :: CH : CA, 



ou 



d'où Qh^a — —-:. 

a + ^ 

Nous avons donc les valeurs des abscisses CH, 
Qih en quantités connues. En effet, x étant 
donné, /3 est connu, puisque l'on a 






Si l'on voulait avoir les valeurs de CH et 
de Qh exprimées> directement en x, il faudrait 
dans les équations 



CH = a 1/ — TT-- et Cà = a 
V a -4- ;8 



^ 

substituer à â sa valeur ^^ \f — ; — . 

Les abscisses CH, CA étant connues, il sera 
facile de trouver les valeurs des ordonnées cor- 
respondant es IMH, mh. 

94. La cissoïde de Dioclès étant une courbe 
bien connue, nous ne devons nous permettre 
de rappeler ici ses propriétés qu'autant qu'elles 
nous feront apercevoir de nouveaux rapports 
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éhtre elle et la nouvelle cissoïde. Nous ^vons 

(art. 77) trouvé dans ces rapports un moyen de 

mener des tangentes a la nouvelle cissoïde. 

Nous allons mainti^nant faire sortir de la même 

source la démonstration des méthodes que l'on 

peut employer pour mener des tangentes à la 

cissoïde de Dioclèsi 

gS. Problème. Par un point donné e (fig. 7) 
de la cissoïde de Dioclès , on demande qu'il soil 
mené une tangente à cette courbe. 

Solution. Du point C, tirez la corde G^ et la 
droite indéfinie CI qui lui Suit perpendiculaire, 
^baissez l'ordonnée eby et les droites Cby eb^ 'd 
étant, comme ci-dessus, représentées par x'^y, ^', 

faites Cf == a/ ^^ , . Tirez enim h droite ei. 

elle sera tangente au point e. 

Démonstration. Soit prolongée la corde Ce 
jusqu'à ce qu'elle rencontre en L l'asymptote AP, 
et en E la nouvelle cissoïde CER ayant CA pour 
axe; si l'on abaisse l'ordonnée EB et que l'on 
désigne , comme ci-dessus, les lignes CB, EB, CE 
par X, y, z , nous avons vu (art. 72) que l'on aura 

j:= — et v' = -r*^ . 
a *^ o 

Npus savons d'ailleurs que 2' =y • Si l'on fait 

d^~-=^x' et que l'on tire la droite El , eHe 
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sera (art 77) tangente au point E de la nouvelle 
cissoïde. 

Supposons maintenant que CB ou x £\}igmente 
4 'mac <{u^Ûté ^fluim^nt petite B6',' et que ËB 
011 y ji^gplel|te fiii «onsëqiieiiee de la quantité 
infiniment petite SE';'EE'«eFa un éUasent in- 
fij^^nupi^l; petit de la nouvelle cissm^e , et sa 
direction se CiEmfQndFa avec celle de la tan- 
gente El. 

Si l'on tire Toblique Cfi'[^' qui rencontrera 
en U l'asymptote AP et .en ef la cissoïde de 
Dioclès, ee^ sera un élément infiniment petit 
de cette courbe, et sa direction détermiiieFa 
celle de la tangente au point e. 

Que l'on fasse CH = CE et CA = C^, et que 
l'on- tire les droites EH, ^A, on pourra consi- 
dérer ces deux 4TX>iti?sînf^imei}t petites complète 
étant perpendictilaives à la fois aux deux droites 
CL, CL'. 

Soient prolongées les ordonnées BE, be ju^- 
quià ce qu'elles rencontrent aux points G, g 
l'.QJdiqu^ CL', et dki point E soît menée paral- 
lèlement à CA la droite ES qui rencontre B'E' 
en S. Supposons enfin ^e 7 ^ ^ poÎDt ok la 
même droite B'E' est rencontrée par l'oWique 
CJ^, IS^s BVOBS à /dfiniootrer que la drojke e'e 
étant prolongée, rencontrera Ja droite' CI en 



(7.:»-); 
un point i tel^ que^l'on aura 



flo — a: 



eh est la différentielle d^*C^ ou de g^:, n^aîs 
jz;'-=îy; on a donc /A===(^ = E'S; il est évi- 
dent ausfti que ES = dx. , 

Tout cela posé, nous avons, 4' cause des 
triangles semblaibles EBY, E'SE, 

ÉE:BV::E'S:ES, 



ou 



a'où 



dxszsifir . 



Les triangles semblables CBE, EST donnent 

CB : BE :: ES : ST/ 



ou 



d'où 
Donc 



ST = ctK :?ï=^.- 



E'S — ST, ou ETT, ou EG = dy — djf^— ^ 

^\ aa* — a:*/ •'^ aa* — x*' 

* 

D'ailleurs, à cause des parallèles BE, be^ nous. 
avoQis^ CB • C6 :: EG • ^^,. 



.1 



ou 



d'où- 'eg^àr:^^. ' ^ 

Le$ tringles semblables C&e, e^^, donnent 

€e îCA :: eg l ehy 

d'oii ehzs:dr ^--^ — — 7-. 

Les mêmes triangles semblables donnent en- 
core Ce : be :: eg : gh^ 

ou j:^::djr^^^':gh, 

d'où » frhsSidr —r- T. 

Donc e'h'^gh y 

•u *'^=^-rfjr5^!^., 

Ënfin^ à cause des triangles seniblables e^he:^ 
eCij nous avons 

e'h:eh::Ce:Ci, 



• t 



ou 

x3 



d'où a=: 



aa* — x*' 



Voilà bien une valeur de C* ; mais elle est 
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exprimée en- x , varial^Je étrangère à la cissoïde 
de Dioclès. Il nous reste donc à substituer dans 

1 équation Cf = ^ZT^ i #" , sa *aleur y/a Jf^, et 
nous aijrons défiif itivement 



96. Les triangles semblables Wge , eC/i 
donnent ^'g^ : ^ îî O : Ci* , 

I aa* — 2x* . , ax 



X* 



où 



••?^^^-C«; 



JL/ïT-S 



d'où . C/Z== ^°%; 

ou, en substituant à ^ sa valeur \/ax', 

a \fl — xy 

Nous avons donc un second moyen de meper 
une tangente au point e : il faudra porter de 

C en « une quantité Çl = 5 C (s'Ërpï ^ ^^ ^^^^^ 
la droite en. 

97 . Les triangles semblables nme , nCu , 
donnent nm •em l* ChI Cu^ 

m » 



OU 



ou , en élevant au carré , 

W-^^y+,-^if-^:x'«:':-X^Y:c;:-. 

4 \a— x7 (a— a/)* '^a— x' 4 \a—x/ 

mais le premier terme 4e cette proportion est 
égal à • 

> a*4- a* — ajf+a^ — aaa/+ x" 
_ .'3 !a--3ax^+ x-- _ ,, (|a-a/y 

Substituant cette valeur dans la proportion ci- 
dessus , on aura 






OU 



(la^a/^: x'^ yAi^:Cu\ 



ou , en tirant la racine carrée , 



a 2 



d'où -C«=g^^^. 
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C'est Texpression générale de, la partie de l'axe 
comprise entre la tangente et le point C. 

98. Si l'on veut avoir la valeur de bti y on 
observera que 



, a — .r 
= 20: 



3rz — 2a:'* 

C'est l'exptession générale de la partie de l'axe 
comprise entre la tangente et l'ordonnée , c'est- 
à-dire de la sous-tangente. 

gg. Si l'on voulait trouver la vakur de la 
sous-tangente p^r le calcul différentiel , il fau- 

drait différencier l'équation ^'"sis >; ce qui 

donnerait 

fjf 3(a ^ xO x''dx'+ x'^dx 

dx' 
^ d'où il est facile d'induire que /' -rp , ou la 

sous-tan^ente = ^ ^^ -- — 75 , <ou ( en substi- 

X CL ^"^ X 

tuant à y'* sa valeur -7) = 2X*s , • ré- 

sultat semblable à celui que nous venons de 
trouver (art. 98). 

100. Si l'on se rappelle que l'ordopnée BE de 
la nouvelle cissoïde est égale à la corde Ce de la 
cissoïde de Dioclès, on reconnaîtra facilement 
que la droite BE se trouve placée , relativement 
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au point e, de la même manière que l^asymptote 
AP l'est relativement au point È. En eflTet , si , 
d'une part , on a CE = AL , on a de l'autre 
Ce = BE. 

Il suit de là que si , sur CB comme axe , et 
sur BE comme asymptote , on décrivait «une 
nouvçUe cissoïde, elle passerait par le point 
e et y couperait la cissoïde de Dioclès Cer. Si 
l'abs^cisse CB augmentait au point de devenir 
égale à CA , le poin t de rencontre des deux cis- 
soïdes serait infiniment éloigné ; et, au lieu de 
s'y couper, ces deux courbes s'y toucheraient, 
parce que l'angle qu'elles formeraient entre 
elles serait alors infiniment petit. Mais dan» le 
cas dont nous parlons , la nouvelle cissoïde con- 
struite sur CB comme axe, ne différerait plus de 
la nouvelle cissoïde CER ; et l'on conçoit en 
effet que les deux courbes CER , Cer , ayant la 
même asymptote AP, se confondraient avec elle 
l'une et l'autre à ime distance infinie. 

loi. Si du point b on mène parallèlement à 
la corde Ce une ligne bk qui coupe la droite CI 
en un point A , et que l'on tire la droite ek , elle 
serait (art. 37) tangente au poiot e de la nou- 
velle ci^oïde, qui aurait CB pour axe et BE pour 
asymptote. L^angle i>A: formé par les deux tan- 
gentes le, ke , est aussi celui que la cissoïde de 
Dioclès Cer formerait avec la nouvelle cissoïde 
que nous supposons j et qui la couperait au 



<* 
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point e i c'est ce méln6 angle qui deviendra in- 
fifiimèint petit quand on auta GB osCA. 
Nous savons que 

^ cYi X yax' V o" 






Si de CA:=3x't/ — , on retranche Cis=jr'— 



ax' 



on âiura 

V a aa— X ^V a aa— x/ 

* 

• ï/d(aix ^ tf') 

, a (/5^— ir' (/? ; v/y (cZ — xO 

asBOP *-^^Œ — ' ' — sa JT x> * * ■ ■ — ' . 
yaipka — x') ya(sui — où) 

m 

Si Ton su[^ô^e sl^i^a^ on trouvera ik;=io. 

ià!i. Si Fôii toulait ^a^oir quel éftt le poifit e 
de la cissctfdë âé Vitfdèi , dont la tungehtir mi est 
{)é]^pétidi6al(tii^è àf k dttÂIÀ Ati$, il fàiudlrait eon- 
iiAéi^t ipië dâil§ ce tâé \t triâtiglé Aètt sein 

l'èctaAgle ëh é , et qùé l'on aura par cùméqueht 

» 

*'=J3I5^' A* = a — ^r' 



mais 



et iii^ax'j^-^j 



( 19) 
on aura donc 



;:, = (a — X') 2JC' = ., , 



(a — x'^^ 

' .i/l ^ Q.T? ^ 



OU _ ^_ 

ôa — 2x 



,/^.'^ 

oa âp'* 



3a— ax' ' 



équation que Ton réduira feoîlement à cette 
forme 

a:'* — 2^^:' -f- 1 «• = o. 

Gett« équalic^ du seèond degré étant fés(dué ^ 
donnera 

^ . ir' =3 ^ "T ' a ; 

cette'valeur de x' substituée dans Inéquation 



doniwersr 



.y=v/?^^».. 



On frétt^d^la valeur de Aepàr cette équfflidYi : 
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OU par approximation , 

C'est la plus courte distance du point À à la 
cissoïde de Dioolès Cer. 

La plus courte distance du même point A à 
la nouvelle cissoïde CER , a été trouvée (art. 55) 
de 0,57489 a, La différence entre ces deux di- 
stances est o, I o63Q a, 

r 

I o3. S'il fallait trouver le point de la cissoïde 
de Dioclès , dont la tangente fait des angles 
égaux avec l'axe et avec l'asymptote , on ferait 

Cette équation conduit à celle-ci : 

«'»— 3ax'* + ^ ^x'^ - =^ o. 

Cette, dernière équation , qui est du troisième 
degré , étant résolue , donnerait 



3 



Sa 




ou , par approximation , a^ =;: 0,262 16« ; il sera 
faci,le de trouver ensuite 0,1 5626 a pour la va- 
leur de^', et OyïoSSgn pour la valeur com- 
mune de On et de Cm. 

Si l'on prend donc sur l'axe et sur GN pa- 
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rallèle k Tasymptote , deux points qui soient 
Vun et l'autre distans de o^ioSSça du point C, 
la droite qui les unira, étant. prolongée , tou- 
chera la cifsoïde de IKodès en un point dont 
sera 



Ojtà6uSga^ et rordonnée o,i56a6a. 

On obtiendrait le même rëoultat iiy k partir 
du point A y on prenait sur Fate et sur l'asymp- 
tote deux parties ^ales k a'*"û,io589a ou k 

io4- On démontre facilement, par le calpuL 

int^ral , que l'aire cissoïdale G^FH ( %• 8 ) 

comprise entre un arc C^F de la cissoïde de 

Dioclès GFr, l'ordonnée FH de son extrép^ité 

F, et l'absctsse CH, est égale à trois Ibis le 

demi-segment circulaire CHJNG , muoins quatre 

fois le triangle CHN; et comme dans la suppo^ 

sition que CHss l'axe GA, il arrive, i*i que le 

demi - segment circulaire CHN6 devient le 

demi-cercle générateur AMG ; 2^. que le triangle 

ŒOS s'évanouit , il suit que l'aire totale 

comprise entt« la cissoïde de Dioclès CFr, 

son axe GA et son asymptote AP est égale k 

trcÂs fins la . surfiice du demi^ctrda gédëm- 

teur AMG. 

io5. On pourrait, par les méthodes ordi- 

6 
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naires, dëmoptrer la mém^ p^Pf^osiÛQp^ eh ^^.y 
pri^naht cbmtne il suit : . 

Pj9r un pqii)(.qib«lQonque E de la çissoïde de 
Qipalè^.) m}^% ii^9éea If ordoMiëe £B et Fo- 
blique CL, qui rencontre en M la ^eim- cir- 
conférence du cercle générateur, et en L Fa- 
sy mptQtie AP. Si > -par UD autre ' point e de la 
cîssoïde CEr infijiiraent proche du point E,. on 
t}œ'Upé^iiAr6 Alà^eGelly^m rencontré en K 
la;dbinDdHciroonfépence Ai cercle génél^ateur, et 
9n le F^syinptote; que Fon tire les droites AM, 
AN , dont la dernière coupera au point O la 
droite CL; que du point E on mèqe perpendi- 
^teireihent à CE là droite El , p^ de pli»s , f^- 
i^fièlèttiént à CL'',, la droite EZ qvii rencontrç 
ft^symptote en i?; qu'enfin oç 4ésigae , respçQr 
ti vemeht ' ctimme ci-dessus , Je^ lignes ÇA , CB , 
BE , €!É , par les lettres a , ^\j^^ ^% il est cfeiff 
que lfR>itera la différentielle 4^ 1^ corde CM 4» 
cerélé g^riéf*ateur pu dç son i^gale ^ ^ noi^s l^ 
i^ilittié)*'dn6 pour, çimpfifier t. 

Noifê awa? vu prfoé^ewww* çif^ 



nous avcms de plus CM. ou £L, 



*',' i if » 
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LE^U est un élément de l'aire cissoîdale; il se 
trouve dmsé par la ligne El en detnr parties^ 
qui sont le triafislfi J^^/^t Ie/:|)]fi0^1atère 'EtUe. 
Le triangle EL/ est parfaitement égal au 
yAifi^ CpL in «fiât, £tt oâtéi Eii , 6iE tout 
égaux; les angles L£/^ MÇN le sont aussi, et les 
côtés LZ, MN,' étant infinimeht petits , peuvent 
être coi^idj^s Commet parallèles. 

Tous le$ éléinéns kifiniment petits possibles 
de l'aire cissoïdalecoptiennent une partie trian- 
gulaire égale afi tcJian]de eanetpondant C1B9 ^ 
qui a son sommet au point C et sa base sur la 
demi-circoi:vférf»)«#.d«l i^&i^k génénAma La 
somme à^ tous \e^ tn^i^Ies Ç^^IB^ ^t égale à la 
surface dû demi-cercle générateur AM(1 Toutes 
les parties triangulaire des 41^mens de Fairp 
cissoïdale SKmt donc égales ensemble à la sur- 
face du, demi-c^vclç générateur. 

Obercfaons ^^j^tepât!^ qdéHe est la surfiice 
du quadrilatère E/L'e. Elle gjj çvi^emment^ re^ 
présentée par EL X El.' 

A cause iu trniglei J6ttiblal>les AMC^ 
MON^ nous avons 

6.* 



OU V^': l/<— ^ :: / : NO ; 

d'où NO=f^/^'. 

A pause dw parallèles OK ,, El , on a afjêBai 

^ CO: CE:: NO: El, 

OU à oaujse gué CX) diffère infiokiient peu de CM^ 
.CM: CE:: NO: El, 

ou yJa^—Mf : «'\/^^ " <V^=^ : El ; 

d*où ^ Elast^/-^^ 

,\ . . ■ ; ■• •• ■•...■.. 

' SubfltittiaDt donc daos réquation 
"'":. Éi^ = EL><Ei,àELetàEI, 



leurs valeurs V^a* — àaP ett\/ '^ i , on aula 



• 



1^ Le triangle AMN est ^al à 

Le [quadrilatère ElVe est donc double du 
triangle AMN; mais tous les triangles AMN 
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ayaqt leu^ sommet commun en A, ;^t,le^rs 
basés prises successiveQçieQt sur toutes, ^es p^ 
lies de la circooféreiice AM|C . du fl^miTcerclp 
générateur, leiqr ^omme ,est égale ^ la surfaf^cle 
ce deini-<:ercle. Toutes.!^ parles qpf^drangvi- 
lairés dea^lémausdfs l'airç cisa^îdale sont 4oi;ic 

ensemble égales à . deUx! foîâ la surface du demi- 
cerde géuérulear AMC. . , ... * 

L'aire comprise entre la cissolde de Diodes 
G£r, son axe et son asymptote se compose donc , 
1*. d'une infinité de triangles EL/, dont la somme 
est égale à la.siurface du demi-cercle généra- 
teur AMC; ^*. d'une infinité de quadrilatères 
ElJJe , dont la somme est égale à deux fois la 
même surface. Cette aire entière est donc ^ale 
à, trois fois la sur&ce du demi-cercle générateur. 
Nous remarquerons que le triante E2L sera 
exactement é^al à la moitié du quadrilatère 
E2L^^, ou qu'il sera plus petit ou plus grand 
que cette moitié, selon que la partie infiniment 
petite MN de la demi-circonférence AMC sera 
à. égales distances des points C, A , plus près du 
point C , ou plus près du point A. 

1 06. Nous avons vu (att. 58 et Sg) que l'aire 
comprise entre la nouvelle cîssoïde, son axe et 
son asymptote, est égale a la surface de son 
cercle générateur , ou à deux ibis la moitié de 
cette surface. 11 suit de là ^ et de ce q^ai vient 
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«Inédit 'éatkS M Sëéli m^&ëà piécéBëcAy 
mèy ^ R<ncîéimë H U titm^t cËtèèMtf isbUt 
àéè^Céi ^iir lé U(t^« taxe et Ma* k ihfthë 

lâk» sërft «^4 ^ là âWitîé iSé la ^hit&èë de léat 
medé ^étàteuï; Cëltte aiffe , tUsOit Aé ki àoù- 
mil^cbfcolâo 1^ <3t^ df la cÏBMid» de )[Modkè^ 
seront entre elles ^actelfifeèt otté MOt life -àm^ 
l>res i^ ;> et 3v 



1. •. . 
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CHAPITRE m. 

fU^përts âe ia nouvelle Cissôïde a^^ec la pa- 
rabole ^ Chjrpeîiolê ëqùilatere et autres 
aiHtrbeSi . 



« y/ ^» ^ ■ 



io7« réélis li^vms ired<]^iHltt ^ dèlhs }è& deuk dba- 
j|^itp«s prëèëdeos , q«è tb bOUf èfllè ci^?dé ^ dés 
rapports assez i^èitittrqtiable^ avec le cetèle , 
âîec r^IU^se^ et sortout ftvec k cAs^oHle de 
Dioclea. Il Ddrià teMe à pai4èr ite oeox qu^^6 à 
()itfeiUemeiit aveb «n grand nofnbihe d'aà^li^s 
€owke&. Sott €A (%'9) une dtodtë d\À]^é !ôii^ 
gfiXdw détémÔBéé à tolbinlé 5 <H; st>ieilt Ct) , Af^ 
4e«iîK IperpendiôukireB wdéfiusés ilifietié^ suï lès 
deux ^Irémités de beMe drmt^. lli^ ftt^nàiift ètih* 
CD «attt de ipomtè D qu'qn toftidi'ft , m Wèëè 
par chacun -de ces points , pai^^Uèlement à GA>, 
une droite JDï', et qtftmia fasse moyeAne pro- 
îpo%tk*n**lè fettti^ fe éôiï^aftïte CA et là và- 
«teMfrCD^ ^UélVrtl tîrt l^^cîfrôîteCSr qûj, prô- 
4o»géè*, ë'U ésrï^ééàalfë^mtoiïtfé Al^ ènl', 



V» » 
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:&*. que tous les points E appartiendront â uner 
nouvelle cisscrfcle ŒR , qui aura CA pour axe 
et AP pour asymptote ; 3*. que chaque point E 
appartiendra aussi à une ellipse A£D, qui aura 
respectivement GA et CD pour demi-axes , et 
dont le demi^diamétre CE sera moyen propor- 
tionnel entre ses deux deon-axes. 

Mais quelle sera la courbe CFS qui passera 
par tous les points F? 11 est évident que ce sera 
une parabole dont CA sera le paramètre , puis— 
que, par construction, chacune DF de ser or- 
données sera moyenne proportionnelle entre la 
constante CA et Tabscisse CD. 

On voit qu'ayuit à- comparer la n^ouvelle 
cisioide CER avec la parabolaGFS, et nr pou- 
vant reconnaître pour axe de celle-ci d'autre 
ligne que CD, nous pourrons aussi nous trouver 
obligés de meswer sur CD, et noa plus sur CA^ 
les abscisses de la nouvelle cissoïde, ce qai nous 
mettra dans la nécessité d'adopter pour cette 
dermèie courbe l'équation que nous avons in- 
diquée (arti6) JC*.-^— -~— ; s=o. 11 conviendra 

aussi, dans ce; cas, d^ réunir dans une seule et 
même courbe les deux branches de la nouvelle 
cissoîde qui se trouvent placées a flroite et à 
gauche de^k nouvelle ligne des abscisses CD; 
la courbe aura de oette sorte deux asymptotes, 
qui seront parallèles entre eljes et à la dn» te CD. 



r 
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108» Soit donc une parabole ÇFS dont CA 
soit le paramètre. Si , par chacun de ses points F, 
on tire l'ordonnée FD et la corde GF, et que Ton 
jbsse C£ = Iff", tous les. points £ fermeront une 
nouvelle, cissoïde qui aura AP pour asymptote , 
et dont GA sera Taxe, que Ton pourrait aussi 
nommer paramètre. iTordonaérdel. ptira- 
bole dèyiendtront ainsi les cordes correspon- 
dantes de la nottveUe cissoSde. On ne peut guère 
imaginer entre deux couibes une relation plus 
intime.' 

.09. Si, réciproquement, on pr^d sur le 
prolongement d'une corde CE de la nouvelle 
cissoïde GER ^n point F, tel que sa distance 
peapendiculaire FD à la droite CD y soit égale à 
la corde C£, tous les points F formercmt une 
parabole dont l'axe GA de la nouvelle cissoïde 
sera le paramètre. ^ 

1 10. Soit ÇFS une parabole ayant GA pour 
f>aramètr^. Si , par un quelconque F de ses points y 
on uns la corde CF et l'ordonnée DF prolongée 
indéfiniment, et qu'on &sse DG = CF , tous les 
points G appartiendront à une hyperbole équi- 
blàre GGT, qui aura G A pour axe. 

En effet. 



.% ' 



CFk5DF4*€D, et DF=GAxCf>; 



donc ^ GF^CA xCD+.CP; 



»'■■• ^' 



iHais Ct = DG, ou ^=DgV • 

on aura ijkmc 

Or^ ôette écjuatùjmii excelle de Thypetlx^ <kpik- 
latâre^ qui a GA pour a». . ' * .. 

Si l'on fâil Cëc=s DF9 itouB aA>iu vu quis le 
f)oint £ appart^jadf a à luae «onivclle ctiBoiâe 
CERy aysuftt CA pq)u:.«kq; ^ )p|]iac[iie l'on a 
.d'une part DG ;;= CF, de l'autre CE »DF^ il 
.«st évident que Ton aujca aus$i FG^=FE. Dçnc, 
-Si par un point quelconque ]t* de la par^oleCtf S, 
on mène la cprde CF et l'ordonnée FP ; que l'on 
{)orte ensuite uiie, ouve^ tin:'e de coiDf>^ %^ <à 
CF — DF ; i*. de ÎF en G sur la direetle^ de 
Fordonnée DF; 2*. de F en E mir k c^dfe CF, 
tous les points G formeront Une hyperbole ë4|iu- 
latère.; l;ous les points E formeront une nquvelle 
ôissoïde, et ces deux dernières courbes auront 
1 une let l'autre pour a:se le paramètre de la pa- 
rabole. * 

i\\. Il suit de là qu'une .jdLes /trpis i coulas 
CÊR, CFS , CGT^ étanA donnée ^ il sera^^cMiîbufs 
facile de tracer les deux autres. 

Nous venons de voir ce qu'il faudra &ire^ si 
c'e9t:iàj^]3di)oJi4$.C^<iui eA cb^néii ^zi î * 

Si c'est la nouvelle cissoïde GER, il faudra 
prolonger ^îBiqtre ècfriîÉ Œ* jusîqù'à ce ^'oii^ ait 



• 
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rbaaCE, puis felrc DOtiii:CP. Les JxïiAls t" 
Ibt'iiiCTUa t h. pàtéÀiié; \e^ {lôifafs G foMaàfottt 
l'kJ'ItêrïX;^ éqmkiërè. 

SI <é%it l*hyp*boJé tXST qui eàt flbttnëe, U 
ftudftl porter l^iuteittttrè dé cbinpa's Ï)G de C 
«t Pj tiitef CFfet fairte GE d* DF, ou tfe !±4 P(5 ; 
tdùfc lei <poUit3 ^ ^^ppàttîëtidtiaiit à là pài'àboté , 
totik lès ttbîtits Ë à fo "iiouveUe èisbOidë. 

tëttè WBttiièifè à, fcô'iitilè l*dà tdit, âvfefc Thy- 
pénMnè^Éijtiibttcii^, aei Ittppottâ â^éz fënikt'dttcl- 

taâ^iehëAt i la pdiiUbdë. GMnitoë Iliypéfbble 
équilatéi:e, elle a d'ailleix^i; V^jeili My&ipidtc»; 
HMè M siëti Aéè ^<Wt parallèles , et «li^è de thy- 
fyéi^bdte- ^^Mék« , àfu «i^htrfak^, se «idupèMt à 

lia. La parabole peut être regardée comme 
le uën interméaiaÏTë et commun de la nouvelle 
ciàèidKié et dé FnypèrDole ëquUalèrè^ maïs ses 
j4'p]i>ôi:te Wëc éëâ aëùx Coùrnes Itiè sont pas par- 
faitement seitdftflâ[>!ë$. ¥k ont bien cèVa dé bom- 




ttaM)6lë) mtittk Totdà'titiéè'ÛIP'dé Ik p^b^aMe 
est égale à la corde CE délàttoûvéllé ds^t^d'e; 
'^ll j^ i bettb difi&ë'néë essentiei^, <)tie le 
IftoM <î de Fftypè^botë éiiùilitè^ et lé pdî^t 
'£)(Sh«i^âà^ y dé là^itridbijlé, sO^t M Me 
même direction d'ordâttH^és, et Se ifà^p^'^tëiit 






a une abscisse commune CD y tandis que les 
points. F, £ de la parabole et de la.noi^Tdlè cis- 
soïde sont sur une même direction de cordes • et 
ne se rapportent point a une abscisse commune. 
La corde CF se porte sur la direction de Tor- 
4onnée DF ; mais la corde CE ne se porte pas 
sur la direction de l'ordonnée lE. Il faut, pour 
déterminer le point F^ couper le prolongement 
de la corde CE par une parallèle à la miroite CD, 
qui en soit distante d'une quantité égale a CE. 

Cette différence nous a induit à imaginer 
deux séries de courbes se rattachant Fune et 
l'auti'e à la parabole. 

La proq(iière se composera de courbes, ayant 
toutes^ l'une avec l'autre , et de proche en proche , 
les mêmes rapports qui.existent entre la parabole 
et l'hyperbole équilatère. 

La seconde série se composera de courbes 
ayant toutes l'une avec l'autre, et de proche en 
proche , les mémas rapports qui existent entre 
la parabole et la nouvelle cissokle. 

II 3. Occupons-nous d'abord de là première 
série; et, pour nous faire une idée plus précise 
(ies cpurbes <gii doivent la composer , jetons les 
yeux sur la figure lo. 

CFS étant la parabole , que nous prenons 
P9^r point de partance, la série dont. elle ^t 
i'Qri^ne se partage en deux sectioiis^ qui sont 
\ runjB ,et l'autre ij^^uiès. 
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Nous ferons d'abord une obsei*vatîon qui s'ap- 
plique aui^ courbes des deux sections; c'est que 
chacune d'elles est coupëe en deux parties égales 

par l'axe CD, et que la figure n^en présente 
qu'une moitié. 

La première section qui se concentre tout 
entière au dedans de la parabole, se compose 
des courbes CED, Çedy dJ^y etc., qui sont 
toutes fermées, et qpx deviennent de plus en 
plus petites, jusqu'à ce que leur succession con^ 
tinuée k l'infini se termine au point C en une 
droite infiniment petite. 

La seconde section, qui s'étend au dehors de 
la parabole^ se compose des courbes CET, 
Ce'V, CéCSL, etc., qui sont toutes ouyertes, et 
qui s'ouvriront de plus en pluA^^ jusqu'à ce 
qu'après une succession infinie, elles. sq con- 
fondent ^yec la droite CA. 

Nous plaçons la parabole ^ l'origine des deux 
sections, parce que dans la saîe générale, elle 
forme le point de partage entre les courbes fer- 
mîées et les courbes ouvertes. Elle p8frtic^>e elle- 
même dc: la nature des unes et des autres; car, 
si, d'une part, on •ne peut la représenter que 
comme ouverte, on peut, de l'autre, la considérer 
comme une ellipse , dont les axes sont infinis. 

Ndus allonsi examini^* comment seront pro- 
dmtes successivement les unes pat les autres les 
courbes de chaque section. 
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Il 4- Première section, Unç ^vqàe 0i ^%ffii 
adoptée comme abscis^ cpmmune, toutçjs^ 1^ 
orcjonnée^ correspondanles dçvant p^r ççm^ 
qiient se i*éunir' sur unç même dir^^on ^pa-* 
rallèle à CA \ et le point /"étant rinterseçtipn 
de la droite hf^yec la parabole CFS.. on port^a 
PôuTetture de (Jdmpas^deCenÇ j^ et le points 
appartiendra à la courte C^l^^ q}ii si)it iijiun^ 
diatement la pai^çle. On portera ensuite l'oi^^ 
verture de compas AE dé C ^n è, et Iç point g 
appartiendra à la second^ courbe Çedt. On por^ 
tera pareillement Pouverture de compas be qç Ç 
en I, et le point e fippartîendra à la i^isièpié 
courbe CcJ*, et aînçi de suite. 

Il fhut observer cependant t^iië t^t qv'p^ 
opérera dans ce sens, on^ ne pourra pas çonti-" 
nuer lohg«-temps de §e servir de la mépoie ab^ 
scisse Ghy parce que les nouvelle^ courbe$ dé^ 
venant de plus çn plus petit;es, écjiapperpnt 
bientôt tout-i-Êut à lis^ direption kfi 

On cpnçoit e^n effet que s'il arrive ^et cela ani» 
Vera néiçejîsairemept tôt ou tar4) qu'ui\e ordon- 
hée he devienne plus petîtç <jue C A , ï'oi^Verture 
de C(Hnpas he portée de C vers hf^ n'atteindra 
tx^t jusqu'fi cette Jigne , et ne pourra par consé- 
quent |a couper en aucun point. 1) faudra donc ^ 
si Ton veut àuer plus loin ^ abandonna rabsqj^ 
G^, ^ en a4opter succe^ivemenl d'autres oç^ 
jseront de plus en plus petites jusqu'à, Tinâni. 
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1 15. La ffr^imère eottrbe CED sera un Cercle 
ayant pour dîamèpre CD ou GA , c^est-à-dîre le 
paramètre de la parabole. En effet, hf^ ordonnée 
de la parabcd^, étant ilïoyowç ptyopprtionneUe' 
entre CD et Cft^ la corde CE égalé à A/* sera 
aussi moyenne proportionnelle entre CD et CA, 
e.t car conséquent 1^ poip^ JE ^pp^ft^W^ .^ 
la cu:conférence d'un cercle qui a CD poijr diar 

1 1,6. l^ aeço»dç i/Wïbç Ç^d ^irg yfte ^Ifyjf^ 
dont le premier axe Cd sera ég^l à ]^ ipoit^.i;!^ 

ÇP ou à -, et d(^t l^si^^iid:<»)tepi^lli^le à ÇA 

f 

serf -^-—s. 11 est évident çn effet qu^ la courbe 

Ql4 ^ f^m^tm en 4(9 au prâit de CE^, séponr;! 
dant à celui die k cowbe CED, dùHt l'iibimsÉC( 
Qt rQi:dwM3kéç»>nt^ç;j;c ç^tTWireçuçp^^ 
Le premier axe Cd àg Is^, coiyirbe Qéd est donc 

égala—. 

Âjle S — CÂ', et C^I= J4ë= m X C)i ' 

= (2W— CA)xÇ^ = 3C^xCA— CAj 

>{ • 

on aura doop 
Aê = aOixCÂ — CA — CA 



■f 



et 
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Oe!, cette équation est celle d'une dlipse, dont 
- et -^ sont respectivement le preftûer et le 

second axe, dont Ch est Fabscisse, %t he For- 
donnée. Donc , etc. 

' 1 17. Après l'ellipse Cecf, on tÊonsem ensuite' 
d'autres ellipses qui décrottront successivement, 
jusqu'à celle qui, terminant une succession m- 
finie ; se concentrerait au point G en une droite 
parallèle à GA et infiniment petite. 

Toutes ces elHpâès auront succesdvement 
pour premier axe ^^ s, ^y ®^^m et rei^>ective- 

moit po\ur second axe, —7=:, — r=, — r^, etc. 

Nous allons le démontrer d'une manière géné- 
rale, en partant d'une ellipse qui/aura pour 

premier et pour second axe - et — r= ^ étant 

une valeur numérique quelconque , le nbmhr^ n , 
par exemple. 

i"". Pour avoir le premier axe de Felttpse sui- 



,., ^ 
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vante, il faut chercher dans la précédente quelle 
est l'abscisse à' laquelle son ordonnée est égale : 
or, l'expression générale de cette ordonnée est 



« 

» p 



a 






« —H 

* n 



si l'on fait cette quantité =30?, on en tirera faci- 
lement cette autre équation a?=— — . Ainsi le 

. • a ' 

premier axç que l'on cherche est . 

2*! Le premier axe de l'ellipse nouvellement 



• a 



produite étant ~ — , dont la moitié est — r— , 

*; . • Ti-f-K a» -fa 

le second demi-axe de, cette ellipse sera l'ordon- 

née q«î répond à l'abscisse ; — : mais si l'on 

cherche l'ordonnée de l'ellipse précédente , qui 
répond à la même abscisse , on la trouvera égale 

a* J^ — X— a. Cette ordonnée devenant la corde 

de la nouvelle ellipse, pour avoir l'ordonnée 
correspondante de celle-ci, il&ut, du carré de 



\/» 



a 



cette corde — ^-; — a , retrancher le carré de 

an -fa ' ' 



a 



Pabscisse ; — , et, tirer "la racine carrée de la 

a/i-f a' 

différence. On trouvera , par cette opération , le 

7 
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second demi-axe de la nouvelle ellipse : 

— ' a sa--; — ! — ^a — 



a/i + a. 2(/i + i) a|/iï+i; 

Le second axe de cette ellipse sera donc* -r 



U est clair que leâ ellipses suivantes auront 
pour premier axe . • 

a a a 

et respisctivement pour second axe 

Q, a a • 

Donc, si comptant o à la parabole et i au 
cercle , qui peut être considéré, comme une el- 
lipse dont les axes sont égaux ,. on désigne par 
les numéros, a^.3, 4) ^^ ^^^*9 1^& ellipses cpû 
suivent, et que Ton nomme généralemenf n le 
nuinérd d'une quelconque de ces ellipses, ses 

premier et second axes seront - et — ^^^ 

rli^^u^tppn générale de toutes ces eilîpseft^ 
sera donc 



a \» a 



. \yn/ fa A » /a A 




n' 
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II 8. C^tte équation s'applique très Uen au 
cerclé , pour lequel on a /i =: i , ce qui réduit 
l'équation à ceUe-ci : y^ := ax — «• , c'est-à- 
dire à celle du cercle. Les deux axes du cercle 
peuvent être conndérés cpmme égaux, l'un à 

- , l'autre à -rx. 

La même équation s'applique à la parabde j 

pour laquelle on a n = o , ce qui fait évanouir 
le terme /uc' ; il reste/* ses ax , qui est Téqua- 
tiooL de la parabole. 

Les deux axes de la parabole sont - et — ;^, 

c'est-à-dire qu'ils sont tous les deux infiniment 
^ands, avec cette distinction cependant ^ que 
ces deux infinis sont de deux ordres différens^. 
de telle sorte qu'ime troisième proportionnelle 

au premîep axe -^ et au second -^est ^ale à a j 

ce qui suppose que - est infiniment grand par 

lapport à -7= autant que — rv l'est relative^ 

ment à a. Et en effet, la parabole ste une el- 
lipse dont les axes sont tous les deux infiniment 
grands, mdis de deux ordres différens; et le 
paramètre de cette courbe est une troisième 
proporliaimcile k ;ces dtifux axes. 

1 1^. Toutes lès ellipses qui composent la sec- 



«• 
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timi que nous venons d'examiner, ont égale- 
ment cette propriét<5, qu'une troisième propor- 
tionnelle à leur premier et à leur second axe, 
est constamment égale «i a, U est évident, en 

effet , qu'une troisième proportionnelle à - et à 
=-, quelle que soit la valeur de /i, est tou- 



y/n 



j^ours égale à a. Cette troisième proportionnelle 
pourrait . être considérée comme le paramètre 
Qommtm du premier axe de ces ellipses; et il 
serait peut-être commode de donner quelques- 
fois des paramètres aux ellipses, comme on en 
donne aux hyperboles. 

I ao. Seconde section. Les courbes qui compo- 
sent cette seconde section sont toutes exté- 
rieures à la parabole CFS; et pour les décrire , 
il faut de chaque point H, de l'axe CD, mener 
parallèlement à CAune droite Ht' qui, cette 
fois, pourra être prolongée à l'infini, et qui sera 
la direction commune des ordonnées correspon- 
dantes de toutes les courbes. On portera l'ou- 
vertute de compas CF de H en E', et le point E' 
appartiendra à la courbe ÇE'T, qui,.^^comme 
nous l'avons vu (art. no), est une hypçrbole 
équilatère, ayant CA ou CD pour a;çi^.^ 

On portera ensuite l'ouverture de compas CE' 
de H en e'^ et le point e' appartiendra à une se- 
conde cçurbe Ce'V, qui sera une hyperbole 
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a 



ayan{ pour premier axe - et pour second a»e 

--;=. On portera pareillement Touvertiu^e dç. 

cmnpas de' de H en ê' et le point ^ appartiendra 
à une hyperbole Cfi'X , ayant pour premier et 

pour second axes - et --?=., et ainsi de suite à 

l'infini. 

En général, si, comptant toujours o à la pa- 
rabole, on assigne aux hyperboles, en ocnnmen- 
çant par l'équilatère, les numéros i^ :3, 3, 4> etc.,' 
et que l'on désigne par la quantité nùméiîque 
n le numéro d'une quelconque de ces hyper- 
boles , ses premier et second îetes seront - et —7=. ' 

La démonstration de cette proposition serait 
analogue a celle que nous avons donnée pour les 
eUipses, et nous croyons qu'il serait superflu 
de la répéter. 

L'équation générale de toutes ces hyperboles 
sera 

^ \y/nJ fa , A 

=5 /» f- « + rc*) sa: ax •+■ njc'. 

'■ . . • ....''-' 
121. Cette équation s'apphque très bien à 
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Iliyperboie équUaière, pour laquelle on a /ï=r^ 
€» qui réduit Téquation kjr^ssia$c+sf : les deux 

axes sont ici - et —7=1, c'est-à-dire qu'ils sont l'un 

et l'autre égaux à a. 

La même équation s'applique à la parabole y, 
pour laquelle on a /i =s o, ce qui réduit l'équa- 
tîbn ajr* = ax. 

La parabole peut être considérée comme une 
hyperbole dont le premier axe est infini, et dont 
le seoop^ axe est ime moyenne prc^rlionneUe 
entre le premier axe et son paramètre^ 

iai. Toutes les hyperboles qui composent la 
seconde section oxlt également cette propriété ^ 
que le paramètre de llêur premier axe, c'est-a- 
ditej une troisième proportionnelle à ce pre- 
mier àxe et au second, est constamment égale 
à à. En effet, quelle que soit la valeur de h y une 

troisième proportionnelle à - et a — ;= sera tQu- 

ia3. L'équadcm générale, des courbes, de la 
première section étant ji^ =anp — /za?* > et celle 
des courbes d^e^ajseconde^* ==««*+- 720?*, on 
voit que ces équations di^érènl seulement l'une 
de l'autre , en ce que le terme nx^ est affecté du 
signi0^^4<iiia la p^émî^e et du signe -f- dans 
la seconde. Mais il est fecile de voir en même 



* 
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temps que ces deux équations n'en feront plus 
qu'une seule , si la valeur de n étant positive 
dans une section, est regardée di^ns l'autre 
comme négative. 

Faisant toujours pour la parabole nss o , «i les 
autres valeurs de n-sùvX j , 3, 3, 4? ^^^«9 pour 
la premiére.section et — •!, .— a, —3, •—4, ^^- y 
pouria seconde, la même équationj^^-^^gir'" na^ 
s^appliquera également aux deux sections. 

ia4. Dans la série entière dont il vient d'être 
question , otk trouve toutes les sections coni- 
ques , et pas: une autre courbe. Si , par un point 
de la sûiface d'un cône droit, on fait passer 
une infinité de plaiis perpendiculaires à celui qui 
passerait par son aie, on sait que, parmi ces 
sections^ oh trouvera une infinité d'ellipses, un 
seul cercle, une seule parabole, et une infinité 
d'hyperbôlèsl Les mêmes élémens se retrou- 
vent dans notre série. 

Au reste, les çissoïdes étant étrangères à cette 
série , on ne peut regarder oe que nous en wùo^ 
dit que comme une simple digression , <pii peut* 
être même présente très peu d'idées neuTesw' 
Nous nous la sqmmes cependant permise, pavce 
qu'elle nous prépare à >Fexamen .d'unie^ autre 
série,, dans laquelle jurera la nouvelle cisr- 
soïde. . . r - I '^< .-\- '■'" > »» ' 

laS. Pour se &ire une idée exacte de cette 
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nouvelle série y il faut imaginer que toutes W 
courbes qui la composent sont coupées par 
une infinité de sécantes communes , telles que 
CH' (fig. 1 1), sur lesquelles leurs cordes cor- 
respondantes se mesiurent. Toutes ces courbes 
peuvent être produites les unes par les autres y 
soit en redescendant , soit en remontant de 
l'une à l'autre. Dans le premier cas y elles se 
resserrent au dedans de l'une d'entre elles : 
dans le second , elles s'épanouissent au dehors. 

■ 

Supposons , par exemple , que^ partant de la 
courbe CER , on veuille opérer en descendant. 
On fera successivement la corde CF = l'or- 
donnée lue y la corde CG = l'ordonnée F/*, la 
corde CH = l'ordonnée G^, et ainsi de suite à 
l'infini. On déterminera par ce moyen une 
suite de points F , G, H, etc. , qui appartien- . 
4ront respectivement aux cour}>es CFD, CGdy 
CHd', etc. 

Partant de la même couirbe CER y veut-on 
opérer en remontant? On cherchera successi- 
vement sur la sécante CH' un point F' dont 
l'ordonnée F'/' soit ^ale à la corde CE , un 
point G' dont l'ordonnée G'^' soit égale à la 
corde CF', un point H' dont l'ordonnée IVh' 
soit égale à la corde CG', et ainsi de suite à 
Finfini. On déterminera par ce moyen une suite 
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ée points F', G , H', etc. , qui appartielidront, 
au* courbes CF'S , CG'T , ÇH'V, etc. 

* La courbé CER est une nouvelle- cissoïde 
qui a pour axe CA ou CD. En dedans de cette 
courbe , on ne trouve plus que des courbes 
fermées ; en dehors , on n'en trouve que d'ou- 
verteS. Elle participe elle-même de la nature 
des unes et des autres ; car y quoiqu'elle soit 
ouverte, cependant comme elle se trouve com- 
prise entre deux asymptotes parallèles entre 
elles, on peut dire de ses deux branches ce 
que l'on dit de deux droites parallèles, qi^elles 
se rencontrent à une distance infinie. La nou- 
velle cissoïde est en quelque sorte, où des cour- 
bés fermées la moins fermée , ou des courbes 
ouvertes la moins ouverte qu'il soit possible. 

C^st en conséquence cette courbe que nous 
pi'endrons pour l'origine commune de deux sec- 
tions infinies, dans lesquelles nous partagerons 
encore la série actuelle; savoir, celle des cour- 
bes fermées au dedans ou au-dessous de la nou- 
velle cissoïde CER^ et celle des courbes ouvertes 
au dehors et au-dessus. Nous allons nous occu- 
per successivement de ces deux sections. 

1 26. Première section, La première courbe que 
nous trouvons dans cette section , après la nou- 
velle cissoïde , est le cercle CED, qui a l'axe CD 
pour diamètre. En efieV, nous avons vu (art. 7) 



( io6) 

que la corde CE âe la nouvelle cissoïde est égale 
au produit de Taie CA ou CD, multiplié par 
Ce et divisé par Eex c'est-à-dire que l'on a , 

^j. Cbx Ce 
^— " Ee > 
ou a cause que 

mais C/: €F :: C« : CE; d'où CEar^g. ^ . 

Comparant entre elles ces deux valeurs de CE, 

on auf a 

CDxCe CFxCe 

"TTf"" ~ "^jT" » 
ou £5 = ^ °" Œ=*CD X C/; 

ce qui prouve que le point F appartient à un 
cercle CFD qui a CD pour diamètre. 

La conrbe CG^ qui suit immédiatement le 
cercle, est connue depuis long-temps des géo- 
mètres; mais comme nous ne savons pas>s^%'lm 
ontafieoté un nom^ nous nous permettrons de 
la désigner par eelui de roêettê.^Si ses 'quatre 
branches étaient réunies, elles fonneraîont en 
effet une jrosette très régulière. La propiiétÀ 
parlaqueUe on caracténseordincôreitiQnt cette, 
courbe » est celle-ci : Si sur FeitnémUé'G d'une 
quelconque de ses cordes, on élève une perpen- 
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dlculaire , la partie de cette pei^pendicùliire, qui 
sera comprise entre les droites GA, CD, sera. 
tx>uJQurs elle-même égale à G A ou à CD. Si l'oi^. 
fait atte;itioiif au procédé que nous suivons pour 
décrire là courbe CGc?, on y trouvera bientôt 
la démonstration de cette propriété. ïl est évi- 
dent, en effet, que cbaquç corde de |a rosette 
GG^ est une ordonnée dû demi-cercle GFD. Or 
toute ordonnée d'un demi-^cercle est en même 
tem{)à la bauteur perpendiculaire d'un triangle 
rectangle, dont l'hypoténuse constante est le 
diamètre du cercle. 

On sait que l'une CG^fdes feuilles de la rosette 
est %ale en superficie au quart du detoi-cercle 
CFD^ qui a GD pour diamètre ; de sorte que les 
quàlte feuilles sont égalés ensemble à ce dëtni- 
cercfe. 

On' h reconnu aussi que le périmètre d'une 

de c^sleuilles est ^al à Celui d'une ellipse qui 

.. CD , CD 

aurait pour axes — et -r-. 

Am-ès la première rosette GGrf, se présentent 
successivenïent d'autres courbes d'une forme à 
peu prés semblable, mais de. plus en plus pé- 
tâtes^ et s'inclinant aussi de plus en plus vers laf 
ligne GA, avec laquelle , après ime succession 
infinie , elles se confondraient au point G. Nou^ 
désignerons 'ces courbes par les noms de seconde^ 
troiaiime, guatrième rosette ^ etc. 
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137. On ne saurait donner quelque attention 
à la manière dont les courbes que nous exami- 
nons sont produites les unes par les autres, sans 
faire en même temps les observations suivantes. 

Si par tous les points E, F, .G^ H, etc., où 
les courbes sont coupées par la sécante com- 
mune cm y on mène les ordonnées Ee , F/*, G^, 
Hhj etc., tous les triangles C^E, C/*F, CgGy 
CMBl^ etc. , seront semblables , et par consé- 
quent poui* tous les points qui se correspon- 
dront sur ces différentes courbes , il n'existera 
qu'un même et commun rapport entre l'ab- 
scisse X , l'ordonnée j^ et la corde V'x' +J^><pic, 
pour simplifier, nous désignerons aussi par z. Or 
puisque, lorsqu'on descend d'une courbe à une 
' autre, l'ordonnée de la première devient la 
corde de la seconde , il suit que , dans ce passage, 
l'abscisse, l'ordonnée et la cprde, décroîtront 
également dans le rapport général et invariable 
de la corde à l'ordonnée, ou de z àj^. 

Pour partii* maintenant de quelque point fixe, 
prenons dans la section une 4es courbes dont 
l'équaâon est ta plus simple, le cercle , par exem- 
ple. Son équation étant «•-|-y*=an: , ou z* = ax , 
si de cette courbe on veut descendre à la courbe 
suivante , qui est la première rosette , les deux 
membres de l'équation z* = ax participeront 
' l'un et l'autre au décroissemeht dont nous ve- 
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nons de parler ; mais avec cetl£ diffëreMcé ce- 
pendant, que le premier membre 2*, étant de 
deux dimensions qui sont toutes deux varia- 
bles , décroîfra dans le rapport de js* ky^y tandis 
que le second inembre ax , dont un des facteurs 
seulement est variable, ne décroîtra que dans 
le simple rapport de z ky. Pour qu'en passant 
d'une courbe à l'autre , Tégalitë ne cesse point 
d'exister entre lea^deux membres de l'équation ^ 
il faut donc établir une compensation^ en mut 

tipliant le second membre par *^; ou bien, ce qui 

revient au même , il faut paultiplier le premier 
membre par * ou par \/ob^ •+• y , et le second 
parjK- 

L'équation du cercle étant donc x*4"JK*^='^*> 
ceUe de la première rosette sera.. 



(^•+y) Vx'+y = axy, : . .. 

ou (y/^rqrp)» — a»K ; 

Par la taêesaes raison, l'écpiatkm de la secodde 
rosette sera 

celle de la troisième rosette --: r 

et ainsi de suite à l'infini. , 
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DoB€ si ^ comptant o à la nouvelle <^ssdk)e y 
i au cercle, a Ji la première rosette, 3 à la se- 
conde 9 4 ^ 1? troisième , etc. , on désigne d'nne 
manière. générale par », le nmnérode chaque 
CQforiie , <Hi aura 

C'estréquation générale de toutes les courbés 
de la premi^e secticm. O» peut aussi Fécrire 
aoua cette iwme c 

ou (ar»4-j*) :t ^^j^-^ija-o, 

128. Cette équation s'applique très bien au 
cerclé et à la nouvelle cissoïde. En effet , i •. pour' 
le cercle, on a 7^ s» i , ce qui réduit l'équaticNEi 
à «' +^' == û^', ou^ parqe gue^ = i, ^ 
** +7"*= ^^5 2*- pour la nouveUe cîssoîde , on 
a 72 = o , et l'équation deviendra 

. • 

ou en élevant au carré , 



û*a:* 



**+,r*=-y-> ou j^VH-J^ = aV; 

ou en ordonnànc en x, »*— . y: , ^ ■ — ^^ G est 
comme nous Tavons vu (art. r6), l'éqùàtbn dé' 
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la nouvelle cîssoïde , quand ses abscisses sont 
mesurées sur la ligne CD. 

130. Pour la ppcmièrc rosette GGrf, on a /irsa, 
ce qui donnera 

3 

ou anxdouamitenx ^ 

Cette équation est du sixième degvé, maïs 
coBune eUe n'a point d^exposans impairo, eUe* 
98t scsduble par des ixiéthodes ^u tiscnsièmè. Sa 
forme sera absolumeiit la même ^ soit qa'èn Fof» 
donné eh se onen^y^ pavce que la oourbe est 
symétrÎKpiement placéeentiie les drditesCA , CIX 
L'équatiionde lasecooidsTosetteCHcI^ qui a 11=^3, 

G^mt une équation; 'dU' quatrième degré ^ «aftis 
seoond terme'. * > 

ïl ]f>eùt semibler extraordinaire que Féquatîoh 
de la seconde rosette se présente sous une iformé 
plutf «impley ^ quelques^ égard» ,<]ue d^lle de la 
ptënBBE«î=Gcld'i4eiif|de ee que^ quand /»>«)ritti« 

pair, te dénonunài;eur dé Texposant ^ dis- 
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paraît de lui-même , sans qu'on soît obligé pour 
cela d'élever les deux membres de Féquation 
au carré; $auf cette observation, plus n sera 
grande et plus l'équation que l'on obtiendra 
sera d'un degré élevé. 

L'équation de la troisième rosette , qui a ns^^y 
serait du dixième degré ^ maïs sans exposans 
impairs. 

1 3o'. Seconde ^ sectiofi. La première courbe 
que l'on trouve dans cette section , au-dessus ou 
en dehors de la nouvelle cissoïde, est, comme 
l'on sait, la parabole CF^S , dont CD est le pa- 
ramètre. Yiennyit ensuite d'autres courbes 
CG'T, CH'V, etc. , qui s'ouvrent de plus en 
pl«is, et qui, après une ^coesskm infinie, se 
cpnfidndraient avec la droite GA. Nous donnons 
à ces courbes , que nous ne croyons pas avoir été 
jusqu'ici bien cpnnues, le nom commun de 
corolles. La courbe CG'T est la première corolle, 
la courbeCH'V la seconde," etc.' -' • 

Le jpêmi raisonnement que. nous avons fait 
(art. 127) 9 quand U était question de descendre 
d'une courbe à upe autre, est ici applicable :en 

remontant, mais il l'est en sens contraire. 

■ » ' . . ■ ' • _ 

, Pour partir encore d'un point fixe,. prenons 
l'éqiiation de* la parabole, qui est j^* =aap» Il 
est clair qu'en remontant à la courbe immédia- 
tement supérieure, le second membre 0x de 



1 



« 

.*'■■* 

( .,3) ,: 

celle équation croîtra dans le simple f apport de 

y à >/^* H"7'*> tendis que le premier membrej^ 
croîtra dans celui de 7"' à x*r|-J'*. Pour réparer 
cette inégalité, et laisser par là subsister l'é- 
quation , il est donc nécessaire de multiplier le se- 
cond membre par —2--, ou, ce qui revient 

au même, de multiplier le premier membre 
par^, et le second par S/a^^j^. 

L'équation de la première corolle sera donc 

^ f^ax \/^*+J% ou \/^*+^ = ^' 
Celle de la seconde corolle sera 

jr4=:^(\/ï^7^)% ou a:» 4-^* = ^; 
celle de la troisième , 

y^axiVx^+ry, ou (\/ÏM^)'=*ë, 
et ainsi de si^ite à l'infini. 

Donc si, comptant toujours à la nouvelle 
cissoïde , i à la parabole , 2 à la première corolle , 
3 à la seconde, etc., on dés^ne généralement 
par n le numéro de chaque courbe , o^ aura 
toujours 

( V^?+rr' = ^. 

CTest l'équation générale des courbes de la 

8 , 



V 

seconde sçcôon^ et Ton peut aiissi l'écrire 
s<ms cette forme : 



îrî .,«■*! "-* 
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i3i. Cette équation s'applique très bien à 
la parabole et à la nouvelle eîssoïdé. En effet, 
1°. pour la parabole, on a /i=: i ; ce qui réduit 
réquation à 

ou I = «2—, ou jr*^zaûc: 

2*. pdiir la nouvelle cissoïde, on a « = o, ce 
qui réduit l'éqùatiôil à 

^ "^ ^ ax ^ 

ou, en élevant au carré, ' 



«jii, ëii drâbbilàùt en * , 

• C?eA i'équatibn de la hbuvellé cissoïdé, cfùahd 
ses abscisses sont mesurées sur la ligne CD; 

- -A * 

i32. L'équation^ la profère corolle CG% 
qifi a /ï==î;3,, sera («•4-/*)^ =? ^> oii, en él^ 



5. . 
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vant jÂi caïré , *• -f- j» ssî -îL , ou , en otdoii- 

"naot en j:, j:* -f-^jc* — 1 = o. C'esi une 

'^uation du quatrième degré, résoluble parl^ 
métliodes du second. 

L'équation de la seconde corolle pour laquelle 
n :±::î o y sera 



ox 
ou 



à^^jr*x — ^z=iO. 



C'est une équation du trœlsîènlte'' degré sans 
cond terme. 

li'équaUbn de la troisième corolle, où nssj^ 
sera (jc* -H ji^*)^ s= ^ ; où , en élevant au carré, 

(j£?*-f- /•) = ii:î; «é cpii donnera 

c'est unis équation du huitième degré saMretpo- 
sans impairs. 

L'éqius^tkrn delarquatriemecç»t)fie ^ où II d='5 , 
ètSt a?*^r"^rf^ ^ —^ == o. 



setaSt x'-f^tiy 

On peal encore observer ki que lotsque n est 
impair , les équatio(is |>r«n»ei>t «ne form^ res-i 

8.. 
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pectiyement plus simple; ce qui provient de ce 

qu'alors le dénominateur* de l'exposant ^^^ 

s'évanouit de lui-même. Sauf cette observation, 
plus n sera grand , et plus les équations obte- 
nues seront d'un degré élevé. 

1 33. Nous avons trouvé (art. 127) que l'équa- 
tion générale des courbes de la première section 

est («• +7*)'^ = aay^', et (art i3o) que 
celle des courbes de la seconde section est 

rll4-I 



(«•4-j'') » =-2^ 



ax 



Ces deux équations n'en feront qu'une, si, 
donnant à n dans une section une valeur posi- 
tive, on la fait négative dans l'autre; c'est ce 
qu'il est facile de vérifier, en appliquant à quel- 
que courbe de la seconde section l'équation 

(f*+^*) ^ =axj«-"* de la première. On ob- 
tiendra les mêmes résultats que par l'autre 
équation , pourvu qu'on ait l'attention de don- 
ner alors à n ime valeur négative. 

1 34. Il est bien prouvé, par ce quiprécède, que 
dans la série infinie^e courbes qui nous occupe 
en ce moment, la place centrale ne pouvait être 
remplie par aucune autre courbe que la nouvelle 
cissQïde.On voit clairement, en effet. 
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i*. Que c'est eh passant à la noùyelle cîssoïde, 
que la quantité n doit changer de signe , pour 
que la même équation générale soit applicable 
aux courbes des deux sections; 

2*. Que cette efourbe est le véritable point de 
(partage entre les courbes fermées et les courbes 
ouvertes, comme participant également elle^ 
même des unes et dés autres ; 

3*. Que les courbes du même degré se corres- 
pondent à égales distances au-dessous et au- 
dessus de la nouvelle cissoïde , et que ces degrés 
sont d'autant moins élevés, que les courbés se 
rapprochent le plus du point central , qui est 
leur origine conunùne. 

Si l'on objectait à cette dernière observation , 
que la nouvelle cissoïde elle-même, quoique pla- 
cée au pcHUt central entre les deux courbes du 
sQPond degré, le cercle et la parabole , est d'un 
degré plus élevé , et présente des formes moins 
simples dans son équation, nous répéterions, 
pour expliquer cette apparente irrégularité , ce 
que nous avons déjà dit (art, 129 et iSa), savoir, 
que , les choses étant d^ailleurs égales, chaque 
fois que n est impair ,' les formes des équations 
se amplifient. Or, pour le cercle et pour la pa- 
rabole , n étant i ou — • i , est impair. Il est pair 
pour la nouvelle cissoïde, puisqu'il est égal à o. 

i35. Il suffit de comparai' par vih simple coup 
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jHTrts et ieu^ differenjces. 

Deux courbes sont çQmmwes à ^K>e$ deux se- 
jrie^, j^ ilfircle ç% }à parafaioïk. El|liQ9 se suivent 
îfff^fff^apçga^^ dsm h première , dles sont, 
.<}m^ la /^C9p,4e, ^éj^ax;^ j^ar ^ uoûy^^e (^ 
soïde. 

Au-niQ^QUs du pcxclç^ Qn trwvedans lapre- 
mîéi^ siôi^ june ,suîle d'eiUpses <)i]i, d^/çimit 
,de pjji^ .w jj^s peliftes , pc i;oii£w4raiQ9t »fm 
vpfi^s^^çe^sif^ l^nie *viec 1^ pc^nt Ç. 

Au-dQ3savis du q^cle, 09 %x(Wfi da^^la se-: 
conde série une suite de ii^QsetjEies quî, 'devenant 
aq^ ^ p)ijas en plus ^tites, t^iulent de la. 
jafê^kG .^^l^^èr^ m >e cQnfo^dce av^c U ppint G. 

4^^n4i9^^ de la parabole , on trouve dans la 
jjpjT^ère séxjfi un^ spîte d'bypérboï^ qui s'om- 
yvf^pt de gijii^^ e^ ,plns, et sfs confondraient après 
i^ne.supqç^on iupi/inie, avec la droite CA. 

Au-dessQS de la parabole , on trouve dans la 
tsfifiQuàfi eép^ ufie suite Âufinie de coroUes qui, 
.^^UY^Iint 4? jplus en plus, tendent de la n^èoi^^ 
jffffèfiUff^ ^ se oQnfçwKbre exi&xx avecla droite GA. 

jQss ^jiiifL ,^T^ ont donc les mémcb limites , 
If h de g^l^s, |V€)irs leurs ^entres, deux çoudies 
qyjp^fxw^y U ^^role et la.parabdl^. Slfesoffirent. 
l'une comme l'autre , d'un côté dupomt central • 

>. • I - ■ • • • 



des courbes fermées , et de. l'autre y âes courbes 
9Aiyert«s. 

Aucune courbe de la première série ne s'éU^e. 
au-de^us du second degré ; celles de la seconde 
s'^étè^ept depuis et y compris le second. degré/ 
iusqu'%ùx fim, bauts degvés posûbles. 

i3^. fOa ODunait depuis long-^mps une mé- 
thode particnMère, au moyen de laquelle on 
peut décrire une infinité de courbes dilTéreiftes. 
Elle a étéi spécialement appliquée à la ci^smde 
de Dioelès , et c'en était a^sez pour nous inspi- 
rer le cjbssîr d'en frire aussi l^pplica^ion à la 
nouvelle cissc^ide. Il spmble indispensable de 
rappeler auparavant en quoi cette méthode con- 
siste ; et, pour le faire avec quelque clarté, ncms 
dem^dofis qu'une courtç digression nous soit 
en/sore peria^e^ ^ 

Soit un fingle droit MAK (fig. 1%), dont le 
sommet 4 soit fixe,.mais dont les côtés AM, Al*ï ; 
tOAU^nent'jUbiiement dans leur propre plan au- 
tour de ce point A, que noih nommerons point 
de rotation. Soit dana ce même plan une droite 
.BG, ayaiftlelledirectiop que l'on voudra, pourvu 
qu'elle ne passe point par le point A; nous la 
nommerons dirpcêrice, Soit çnfin, toujours dans 
lemèlne plan, une figure quelconque' OH, que 
tuxas^wmKmBToi[i%^utés'géhéraiPic€. 

Si le côté AN de l'angle droit MAN s'arrête 



miccessîvement sur cliaque point Ë de la figure 
génératrice, et que, par ce même point E, on 
» mîène à la directrice BC une parallèle EF , qui 
rtncontre en F l'autre coté AM de l'angle droit 
MAN, tous les points F formeront une figure 
AFS, que nous dirons avoir été produite par la 
figure génératrice GH. 

- On coûçoit que si le point de rotation A restant 
toujours le même , ainsi que la directrice BC , la 
figure AFS était prise pour génératrice à son 
tour y et que Ton employât en senr contraire 
les mêmes procédés qui viennent d'être indiqués, 
la figure /7roJiiiteserait exactement la figure GH. 

Pour bien connaître par ses eflPets la méthode 
descriptive dont nous parlons, il Êtudrait prei>^ 
dre d'abord pour génératrices les figures les plus 
simples; il n'en est point de plus simple que la 
ligne droite , et il a été reconnu que les seules 
courbes qu'une droite génératrice puisse pro- 
duire, sont des courbes du second degré. U est 
d'ailleurs facile de voir qu'une droite génératrice 
né saurait produira une courbe fermée, telle 
qu'un cercle ou une ellipse. 

Les seules courbes qu'elle puisse produire, 
^nt donc une parabole ou une hyperbole .& la 
droite génératrice passe par le point A , un des 
côtés de l'angle droit AMN se fixera invariable- 
ment sur elle, et ne pourra par conséquent 
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prodtiire que l'autre cote àe l'^gle, droit*, c^esi-H 
à~dire une perp^ndiculaii^ menée indéfiniment 
du point de rotation sur la génératrice. Si elle 
est parallèle à ki directrice BC y il est évident 
qu'elle ne pourra que se reproduire elie-mâne , 
en se prolongeant à l'infini. 

Nous n'avons donc k examiner que les cas où 
la génératrice ne sera ni dirigée sur le point de 
rotation A , ni parallèle à la directrice BC. Or, 
en satisfaisant à ces deux conditions , elle peut 
ei^core être perpendiculaire à la directrice ,.ou 
bien lui être obUque , et rencontrer par consé- 
quent en quelque point au-dessous ou au-dessus 
du point A , une perpendiculaire AD menée de 
tie point sur la directrice. Dans le premier cas, 
la figure prodmte sera une paraix)le ^ dans le se- 
cond , elle sera une hyperbole. 

iSy. Si la droite génératrice GH est penpen- 
diculaire sur la directrice BC, il est aisé de voir 
que la figure produite AFS sera une parabole 
ayant pour paramètre la droite AG, menée du 
point A , psyrallèlement à la directrice BC , jus- 
qu'à la renccmtre de la génératrice GH. En eiSet, 
si du point A on mène sur la directrice BC Ja 
perpendiculaire AD, qui coupe en un poini L 
chaque droite EF, il est évident que AL sera 
l'ordonnée du point F^, eti^L son abscisse. Or, 
l'angle EAF étant drcrit, AL est moyenne prQ- 
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portâonnijk. ^tif FL ^t LE toujours égdle à la 
constante ÀG. Donc h pœnt F appaptiaiyt à une 
parabole , dont AG est le paramètre. 

Sila dtoite génératrice GH (%. 1 3) est oblique 
à la directrice BC, elle produira une hyperbole 
dont nous aurons à déterminer les axes, les 
asymptotes, )Btc<; lam^y avant de l'entreprendre, 
Aous croyons qu'il y aura quelque avantage à 
renverser la question et à b pcéseq^b^ dl'abDrd 
la ferme suivante. 



1 38. ffroUème. Une hypçixde TASt, dont 
PS et Py sont les pren^er et second demi-axe^, 
tétant donnée, trouver la, .position que doivent 
avoir le point de rotation et la directrice , po«r 
que la figure produite soit une seule lî^e dipîte, 
et tracer cette ligne droite. 

Soludoju Soient coupées les deux branches 
SF^T, SFl de rhyperbole par line droite F/, qui 
aoît perpendiculaire à l'une Pr des asymptotes, 
et qui rencontre ses dgux branches aux poîn^ 
F, /; par le milku p de la double prdoni^ F/^, 
fi0Î|t mené le diamètre P^, qui re^icontre la 
«courbe en un point A. Efe ce point A , soit menoe 
perpendiculairement à l'asymptote Pria droite 
AD, qpi sera tangente ajdixnnt A, et qui, pro- 
longée jusqu'à ce qu'elle ren^ontDé en L l^^ntre 
asymptbte PR , donnera AL ce AD: enfin . du 
poipt D , ou la tangente AD ritucontre l'asymp 
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ioiePr, soitBÈ^née perpeod&cubdremeiit à Tautre 
asymptote PK j une droite indëQpie GDH; cette 
ligne 6H ^jçrà la droite cherchée; le point A 
sera le point de it^ation , et l'asyinptote Pr sera 
la directrice ; ji&'est-à-^re :que l'hyperbole TASt 
étant la figure génératrice , A le point de rota- 
tion , et Pr la directrice , la drmte GH aersL la 
figure produi^^ 

J^monsipation. l^us avons à prouver que 
çi^ par un point quelconque E de la droite 6H, 
on lare jm p<»nf A 1^ dxoitè, EA, ^t pan^léUe- 
ment k Pr la droite ÈF ; qu^ensuite du point A 
<n jiiêneperpencUcul^mwe^^ sur A£ là dccnte 
AF qui rencontre la droite EF en un point F, .ce 
point F appartiendra s^ Phyperbote. 

Soit PS le premier den^-axe de l'hyperbole 
= a, et PY son second demi-a^LC = b; si du 
.centre P de l'jt^yf^h^ wjnf^^^ à la tangente 
AD la parallèle ri, et giron la termin^ç en I par 
une parallèle AI, menée du point A a l'asymp- 
tote Pr, Pt spra lè <letni-^iffiQiitBe conjugué du 
demi-diaip^re {(pj^ipal PA y et le rectai)^gle 
ADPI sera égal à celui qui aurait pour côtés PS 
et PV, ou a et 6. 

Oii^radpBfi OiBx AB;^^^.^ ou, 



pour simplifier , DP = z , a x AD ;= ab.^ et 
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Il est évident qiie Ton aura de plus 

pl=\/dl+dp'= y/é^^z'^ 



et — OuPR=-^--2 ^-; 

donc 

tiz a 4 

i 

maû PK X AK est égal à la puissance de Phy- 
perbole , c'est-à-dire à —4~ 5 ^^ ^^^^ ^^^^ 

4 ~ 4 ' 

ou V4?F+^=== ^* H- *• j 

ou, en élevant au carré , 

d'où z* = ^ — 2a»J' + **; 

ou, en tirant la racine carrée , 

a*=^*— A*, ets où DP = V^*— *V 
Nous ferons encore , pour abréger, 
V?hPÎ*s==5, ou a'4-*»p=s^*j 
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de sorte qu'on aura aussi \J ^a^h^ + s^ = j» , 
et qu'en stxbstituant cette valeur de \/4^*^+s^ 

dans celle ci-dessus de PL, on aura PL=: — , 

etPK=-. 

Tout cela posé, soit menée par le point F, 
parallèlement à la tangente AD, une droite 
LTZ', qui rencontre au point y l'autre branche 
de l'hyperbole, et aux points L', V ses asymptotes. 

Le point £ étant pris à volonté sur la droite 
GH , est à une distance quelconque DE du point 
D. Cette distance , nous la nonunerons c 

La ligne £F rencontrera la droite AD en lui 
point Cy et le triangle DeË sera semblable au 
triangle t^DL : on aura donc 

I*. PL:DL::DE:eE,ou— :— ?^::c:eE: 

. • • • . " 

d ou eE = — r-- 

^•. PL:PD::DE:De, ou^:«::c:Dej 

d'où * DaouF/'=^. 

Donc AD— -D^, 

. ,^_^ ah cz^ fljj* — cz^ 
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Les tiîan^tesrectan^lfis semblables AéEy FeA^ 
donnent 

eE : Ae :: Àe : éFy 
dou *F=* 53jj;2r -. 

Si à dP bu D/^, on ajoute PD ou 2, on aura 
*"'== ^155S^ + ^ 

Maintenant , à cause des triangles sentblaUes 
DPL, rPL^, nous avons PD : DL :: Pr : W, 



ou 






d OU rL s= Tï • 

Si de /'L' onrettaôrclié Ff ftù eD, ou aura 
VV ^-ÏV ou Fb^ te=r^^y^+^^' ^ ^ 
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Que l'on multiplie FL' par F/', on aura 

IL xai — — r X ir= ^— Vt; — "' 

c'est-à-dire que la droite IfU, menée entre leé 
deux asymptotes parallèlement à la tangente 
AD, est coupëe au poiùt F en deùic parties 
FL', F/', telles, que leur produît est i^I àii 
carre du demi-diamètre conjugué PI ; lAais cette 
égalité est uhé des propriétés <ïè Thyptetbôlë : 
donc le point F appartient à ôètte contbe. 

Lift dénidâstration serait au foûd la mékne^ 
si , au lieu de rencontrer la branché SF/ de Fby- 
perbole, la drbile EF rencohtrait Fautre bî*anchè^ 
commet)» le volt eti E'F^ 

1 39. 11 est aisé de voir que le problème était 
susceptible d*être i^sblu de dcitx liianiéres. En 
elïet, au lîeU d^ cherfclièr sur ïâ btMcbeSF'T 
dte l'typéfbôle Uti point A doiit là tangente AD 
fût pèrpendiculàîte à râs^yiilptote' Pr, bh aui'ait 
pii cherèbèi* sili* là bràttchë SF^ vih t)oint à dàiii: 
là tWigehte ad fût jlerj)endictdaîre à Pasytiiptotô 
Pft. Alors le point dé rbtatîôh eiSt étélèpcfibtt à y 
rafeytttptotc PR ëm été là directrice , et une 
pëfjpéîidiètLlàitë fnëii^ dû piÀûi à sur Yii^^p- 
tote Pr, eût été la drcStfe fcfierdbëë. 

i4o. Il faut observer encore • que Fbyperbole 
TASt ne peut, produire qw la portion DG de 






\\ 



( ii8) 

la ligne GH, qui est au-dessus de Tasymptote 
Pr. La partie DH qtii est au-dessous de l'asymp- 
tote serait, avec le . même point de rotation A 
et la même directrice, pitxluite par Thypèrbole ' 
opposée T'A'SY. 

i4i. Enfin, au lieu de prendre pour point de 
rotation le point A de l'hyperbole TASf, on 
aurait pu prendre le point correspondant A' de 
Fhyperbole T'A'SY. L'asymptote rPr eût tou- 
jours été la directrice, et la droite produite eût 
été la droite G'H', parallèle à GH, et également 
distante du point P. La partie de la droite G'H', 
située au-dessous de l'asymptote rPr^, eût été 
produite par l'hyperbole TA'SY, celle au-des- 
sus par l'hyperbole TA&. 

143- On a pu remarquer qu'il est une condi- 
tion sans laquelle le problème serait insoluble : 
c'est que l'angle RPr des asymptotes ne soit pas 
plus grand que le droit. En effet , si cet angle 
était obtus, il serait impossible de trouver sur 
une des branches de l'hyperbole un point dont 
la tangente fût perpendiculaire à l'asymptote 
de l'autre branche, ou, ce qui revient au méme^ 
un diamètre dont les ordonnées fussent perpen- 
diculaires à iine asymptote. 

L'angle RPr des asymptotes est évidemment 
le complément de l'angle GDP , que la droite 
GH forme avec la directrice, et ne saurait par 
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«onséquent être plus grand que le droit. S'il 
était droit lui-même, l'angle GDP serait nul, et 
la droite GH se coofbndrait avec l'asymptote 
directrice. Dans ce cas-là , l'hyperbole serait 
equilatère, et le point de rotation A serait à une 
distance infinie du point D. 

Nous allons maintenant poser la question 
<ians un sens inverse , et nous nous dispenserons 
de joindre à sa solution une démonstration dans 
laquelle nous ne pourrions que répéter dan» 
une autre forme ce que nous avons dit ci-dessus. 

1^3, Problème. Etant donnés un point de 
rotation A, une directrice BC ef une droite 
génératrice GH , qui ne passe pas* par le 
point A, et qui ne soit ni perpendiculaire, ni 
parallèle à BC , on demande que l'on trace l'hy- 
perbole qui sera produite par cette droite géné- 
ratrice, que l'on détermine ses axes, ses asym- 
ptotes, etc. 

Solution, Du point de rotation A, menez sur 
la directrice BC une perpendiculaire AD, qui 
rencontrera nécessairement en un poipt D la 
droite donnée et indéfinie GH. 

Du point D , menez une parallèle rD/ à la 
directrice BC; ce sera une des asymptotes de 
l'hyperbole cherchée. 

Prolongez au-delà du point A la droite AD 
d'une quantité AL = AD , et du point L, menés 

9 
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^ur la droite GH titie perpendiculaii-e indéfinie 
RLR', ce sera la seconde asymptote de Tliyper- 
bole. L'angle RPr des asymptotes sera le com- 
plément de l'angle donné GD/ , et sera par con- 
séquent moindre qu'un droit. Le point A sera 
un point de l'Iiyperbole, et la droite DL sera 
tangente à ce point. Le point de concours P des 
asymptotes sera le centre de l'hyperbole et la 
droite 8PS', qui divisera en deux parties égales 
l'angle RPr sera la direction du premier axe. 
Le rapport du cosinus et du sinus de l'angle 
SPR, déterminera celui des deux axes. Si l'on 
mène le demi-diamètre PA, son demi-diamètre 
conjugué sera une droite PI, égale et parallèle 
à AD; le produit AD X DP sera égal à celui des 
deux demi-axes; si l'on tire la droite AI, elle 
sera coupée en deux parties égales par l'asym- 
ptote au point K. Le produit PRx AK sera égal 
au quart de la somme des carrés des deux demi- 
axes. Le carré de DP sera égal à la différence des 
carrés des mêmes demi-axes. En voilà plus qu'il 
n'en faut pour déterminer la valeur de cesdenû- 
axes^ etc. 

D'ailleurs, puisqu'on connaît un point A de 
l'hyperbole et ses deux asymptotes, A n'est 
point indispensable de connaître encore ses axes 
pour la tracer. Que par le point A on tire entre 
les asymptotes PR, Pr, suivant des directions 
quelconques y tant de droites Mm, Oo, ^ic^ 
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qu^on voudra, et que l'on fasse respectivemebit 
Km = AM, Fo = AO, etc. , on aura de nou- 
veaux points N, F, etc., de l'hyperbole. Chacun 
de ces points pourra servir à en déterminer 
d'autres , par des opérations semblables. 

Nous n'ajouterons qu'ime observation : c'est 
que la partie DG de la droite GH produira 
l'hyperbole TAS/. Son opposée T'A'SY sera 
produite par la partie DH. 

1 44- Les figures génératrices les plus simples 
dont on puisse faire usage , sont ^ après la ligne 
droite, des lignes circulaires, et il est reconnu 
depuis long-temps que si l'on prend, pa;: exem- 
ple, pour figure génératrice, ime demi-circon- 
férence de cercle A€D(fig. i4), dont le dia- 
mètre AD soit, à partir du point de rotation A , 
mesuré sur la perpendiculaire menée de ce point 
A à la directrice BC, la figure produite Afrsera 
une cissoïde de Dioclès , dont AD sera l'axe. 

• 

Nous avons cherché quelle figure génératilce 
donnerait naissance à une nouvelle cissoïde, 
ayant pareillement AD pour axe , et nous avons 
trouvé que c'était le quart de circonférence GED, 
décrit du point de rotation comme centre, avec 
AD poi^r rayon. En effet, le triangle EAF ét^ut 
rectangle en A, est semblable au triangle AOF; 
ce qui donne , 

AO : 6f :: AE : AF, 

' 9- 



1 



d*où AF= 



AExOF 



AO 



maïs AE = AD; AO est l'abscisse du point F 
-de la courbe AFR; OF en est l'ordonnée. JLa 
corde AF est donc égale au produit de AD par 
l'ordonnée OF, divisé par l'abscisse AO. Or, 
telle est (art. 7) la valeur de la corde de la 
nouvelle cissoïde, qui aurait AD pour axe; le 
point F appartient donc à cette nouvelle cissoïde. 
La cissoïde de Dloclès Afr et la nouvelle cis- 
soïde AFR , qui ont le même axe AD , recon- 
naissent donc , pour figures génératrices , la pre- 
mière, la demi-circonférence AeD, qui a l'axe AD 
poiu" diamètre, et la seconde, le quart de cir- 
conférence GED , qui a ce même axe pour rayon. 
C'est un rapport de plus que nous découvrons 
entre ces deux courbes. 

145. Voici une autre observation qui ne nous 
paraît pas moins importante : 

Nous avons vu (art. 106) que l'espace com- 
pris entre les deux cissoïdes Afr , AFR , est égal 
au demi-cercle AeD, dont l'axe commun AD 
est le diamètre; mais ce demi-cercle est la moi- 
tié du quart du cercle AGED, et il est égal par 
conséquent à l'espace compris entre la demi-cir- 
conférence AeD, le quart de circonférence GED 
et la droite AG. Il résulte donc de là, que l'espace 
qui sépare les deux courbes génératrices A«D> 
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GED, esè égal à celui que laissent entre elles 
les deux courbes A/r,AFR, qu'elles ont pro- 
duites. 

146. Il est à remarquer que la figure à pro- 
duire dépend non-seulement de celle qui est 
prise pour génératrice, mais encore de la di- 
stance plus ou moins grande où celle-ci se trouve 
du point de rotation, et encore, outre cela, de 
l'aspect sous lequel elle s'y présente; de sorte 
que la même génératrice peut produire des 
figures très différentes, selon qu'elle sera plus ou 
moins proclie du point de rotation, ou selon 
qu'on lui fera faire, en quelque sens que ce soit, 
un mouvement de conversion sur elle-même. 

. Un autre moyen de varier à l'infini les résul- 
tats de la méthode descriptive dont nous venons 
de parler, serait de substituer à l'angle droitMAN 
(fig. 12) un autre angle plus petit ou plu&grand 
que le droit, ou même un angle pu^iligne ou 
|jf;îy|jjignfi quelconque. 
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CHAPITRE IV. 

De la Cis^oîde oblique* 



i47- Dans tout ce qui a été dit précédemmait 
stir la nouvelle cissoïde, nous avons supposé sou 
axe perpendiculaire a son asymptote. Nous avons 
pensé que, sans rien changer d'ailleurs à la ma- 
nière de décrire cette courbe , on pouvait ad- 
mettre que son axe fit, avec son asymptote , un 
angle quelconque, et que ce serait le moyen 
d'obtenir, relativeinent à ses diffërentes pro- 
priétés, des résultats plus généraux. 

Noas nommons c/««o*/t2^ o^/i^/z/^ la courbe qui 
doit sa naissance à ce nouveau procédé j et pour 
la mieux distinguer de celle dont il a été ques- 
tion jusqu'ici , nous désignerons désormais cette 
dernière par le nom de cissdïde droite. 

La recberclie que nous avons faite des prin- 
cipales propriétés de la cissoïde oblique , nous a 
bientôt convaincu que celles de la cissoïde droite 
s'y rattachent en effet , comme une application 
particulière se rattache à un principe général. 
Ces deux courbes reconnaissent^ l'une comme 
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l'autre , uti eercle générateur. La théorie de leurs 
tangentes est intéressante , et par ce qu'elle pré^ 
sente de commun entre elles , et par quelques 
' particularités qui se rapportent plus directement 
à lacissoïde oblique, etc. 

Nous avons cru enfin qu'il ne serait pas saqs 
quelque intérêt de donner ici une analyse suc- 
cincte de la cîssoïde oblique* Un pareil travail ne 
sera point un hors-d'œuvve dans ce mémoire ; il 
en sera plutôt le complément. ^ 

148. Supposons qu'il faille construire une cis- 
•oïde oblique qui ait pour asymptote la droite 
FAp (fig. i5), et pour axe la droite CA, tom-- 
bant obIiquemen,t sur PAp. 

Du point C on tirera vers l'asymptote PAp 

CL 
tant de droites ^ , qu'on voudra , et pour cha- 

I^P AT 

cune on fera r ^^ kj- La courbe qui passera 
par tous les points , sera une cîssoïde oblique. 

Ses abscisses CB seront mesurées sur l'axe CA 
et ses ordonnées ^ seront dirigées parallèle- 
ment à l'asymptote PAp. 

Cette courbe a quatre branches, CER, C^r, 
CntV^ , Cor', qui occuperont respectivement les 
quatre angles tCA, rf:A , TCa, /Ca. 
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,; Dani la prenùière branche CER, les abscisse» 
et les ordonnées seront positives. Dans la se- 
conde Cer, les abscisses seront positives et les 
ordonnées négatives. Dans la troisiègie C»R', les 
^scisses seront n^atives et les ordonnées posi- 
tives. Dans la quatrième Cor' enfin , les abscisses 
et les ordonnées seront négatives. 

La cissoïde droite a bien aussi quatre bran- 
ches; mais comme elles sont entre elles parfaite- 
ment égales et symétriques, il nous a suffi d'en 
examiner une seule. 

Les branches de la cissoïde oblique, situées 
dans deux angles opposés au sommet, et pa/ 
conséquent égaux, sont bien aussi parfaite- 
ment égales entre elles; mais deux branebes 
situées dans deux angles de suite, l'un obtus et 
1 autre aigu, ont entre elles des différences es- 
sentielles. 

Il suit de là que pour prendre une connais- 
sance complète de la cissoïde oblique, il suffit 
d'examiner les deux branches CER, Cer, situées 
dans les angles de «uite TCA, CA. Toutes les 
deux ont leurs abscisses positives et mesurées sur 
la ligne CA. Leurs ordonnées sont, pour la pre- 
mière , positives et mesurées de B vers E ; pour la 
seconde, négatives et mesurées de B vers e. 

Pour distinguer ces deux branches , nous 
nommerons la première, CER, branchepowV/^*, 
et la seconde, Cer, branche négatipe. 



» 
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149. Du point C soit menëe perpendiçulaire- 
nient à l'asymptote AP, la ligne CD; si CA, 
que nous nommerons a , était pris pour le rayon 
dii fcercle , CD serait le sinus, et AD lé cosi- 
nus de l'angle CAD, que l'axe forme avec l'a- 
symptote , et que l'on , suppose donné de posi- 
tion. Nous ferons plus simplement CD== s. On 

aurait par suite AD = \/a* — s* ; mais il nous 
sera plu$ commode de faire aussi AD = c, sauf 
à nous rappeler , quand l'occasion pourra l'exi- 
ger , que a* =c* ■+• 5*. 

i5o. Observons d'abord quelles différences se 
font principalement remarquer entre les deux 
branches positive et * négative de la cissoïde 
oblique. 

Lorsque l'angle CAP est droit, l'oblique CL 
est partout et constamment plus grande que AL: 
ainsi, quand on fait CE=AL , le point E, quelle 
que soit la valeur de AL, ne peut jamais atteindre 
l'asymptote , si ce n'est à une distance infinie ; 
mais qu'àrrivera-t-il si l'angle CAP est aigu? 
Tant que l'angle ACL sera moindre que CAP, 
on aura encore AL < CL et la corde CE n'at- 
teindra point Fàsymptote; mais aussitôt que 
l'angle ACL deviendra égal à CAP, on aura 
aussi AL= CL j les deux points E, L se confon- 
dront, et la coinrbe atteindra l'asymptote AP. 
C'est ce qu'on voit arriver au point O. 
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A^ delà de ce point, on aura çon^tammenf 
ÀL > CL ; par conséquent la courbe , aprè» 
avoir franchi l'asymptote au point O, s'en écar' 
tera au moins pendant quelque temps, et ne la 
recoupera plus. Cependant , à une distance in- 
finie du point A , elle reviendra se confondre 
avec elle, puisqu'alors les droites AP, CL fe- 
ront entre elles un angle infiniment petit. 

i5i. Puisque la branche CER, après avoir 
franchi l'asymptote au point O, finit par s'en rap- 
procher, jusqu'à se confondre avec elle à une 
distance infinie , il suit qu'il doit exister sur cette 
branche un point culminant ou de rebrousse^ 
ment, c'est-à-dire un pouit où la courbe, par- 
venue à son plus grand ëcartement au-delà de 
l'asymptote, commencera à s'en rapprocher. 

Nous prouverons bientôt que ce point culmi- 
nant R se trouve sur la direction de la perpen- 
diculaire CPR, n?uenée du point C sur l'axe CA. 

i52. Si du point O , on mène sur l'axe CA la 
perpendiculaire 0/n, elle le divisera en deux 
parties égales, et les triangles semblables CD A, 
0mA, donneront 

AD : CA :: Am : AO, ou aia :: -: AO ; 



a» 



d'où A0=-. 
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i53. Les triangles semblables ADG, ACP, 
donnent 

AD : CD :: AC : CP, ou c : « :: « : CP; 
d'où CP = .2£. 

C 

Les mêmes triangles donnent encore 

AD :CA :: CA : AP, ou c:a::a:AP; 
d'où AP=-==2A0. 

C 

Et comme par la nature de la courbe , AP = CR, 
on aiu:a aussi CR =5 —, 

c 

i54- Si par le point R on mène parallèlement 
à l'asymptote AP, la droite RA', qui rencontre 
en D' et en A' les prolongemens de CD et de 
ÇA^ on aura 

I^CP:CR::CD:Clyou- : - :: s : CD'; 

ce ' 

d'oi^ CD'=a. 

3». CD;CD'::ÇA:CA' ou siaitaiCA!; 
d'où CA' = -. 

S 

3'. CD:CD'::AP:A'R ou «:^::-:A'R; 
d'où A'R=^. 



» '•• - T - ■ i^ 
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i55. Toutes les observations que renferment 
les quatre prëcëdens articles sont privatives à la 
brandie CER, et aucune n'est applicable à la 
branche C^r, qui , bien loin de franchir son 
asymptote Aj9, s'en tient comparativement à 
une dislance plus grande que ne le ferait une 
cissoïde droite qui aurait la même origine G et 
la même asymptote Ap, Cette branche s'appro- 
che cependant de plus en plus de son asym- 
ptpte, et se confondrait avec elle à une distance 
infinie. 

i56. Nous donnerons quelquefois le nom 
di émergente à la branche CER, qui franchit son 
asymptote, et de rentrante 2l l'autre branche Ccr. 

Au reste, pour mieux fixer les idées, nous af- 
fecterons toujours de faire figurer au-dessus de 
l'axe C A et du côté où nous regardons les ordon- 
nées comme positives, celui des deux angles de 
suite CAP, CAp, qui sera aigu. De cette sorte, 
branche émergente et branche positive , ne si- 
gnifieront jamais qu'une seule et même chose. 
11 en sera de même de branche rentrante et de 
. branche Tz^^a^ff;^. 

157, Si sur CD comme axe et sur Vp commLe 
asymptote , on décrivait les deux branches Cep, 
Ciy , d'une cissoïde droite, chaque corde Ce de 
la branche positive Cep de cette courbe ayani 
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été faite égale à DL^, serait moindre que la co^e 
correspondante CE' de la cissoîde oblique CER, 
qui a été faite égale à AL', d'une quantité con- 
stamment égale à AD ou à c , et le contraire 
arriverait dans les branches négatives C^r, CéV^ 
comparées entre elles. 

11 suit de là, que deux cordes correspondantes^ 
des deux cissoïdes , différeront constamment 
entre elles de la quantité c. Dans les brandies 
cnlergentes , cette quanlité sera à retranclier de 
la corde de la cissoîde oblique. Elle devra lui 
être ajoutée dans les brandies rentrantes, ou 
plutôt elle sera ici soustractîve dans les deut 
cas, parce que les cordes de la branche Cer étant 
négatives, en retrancher c, c'est réellement les 
en ragrandir. 

Nous observerons encore à ce sujet que la 
ligne de séparation entre les branches positives 
et négatives n'est pas la même pour les deux 
courbes. Pour la cissoîde droite, c'est la ligne 
CD; pour la cissoîde oblique , c'est la ligne CA. 
11 résulte de là , que toutes les fois que dans 
l'angle DCA deux cordes des deux courbes au- 
ront une direction ^commune , l'une sera posi- 
tive , tandis que l'autre sera négative. Si elles 
étaient toutes deux positives, leur somme serait 
égale à c; mais à raison de l'opposition de leurs 
signes, c'est leur différence qui, là comme ail- 
leurs y se trouve constamment égale à c. 
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Il existe entre la cissoïde oblique et la cissoïde 
droite^ ayant la même origine et la même 
asymptote qu'elle , d'autres rapports que nous 
pourrions faire remarquer ici; mais la crainte 
de donner trop d'extension à ce chapitre , nous 
détermine à en écarter tout ce qui n'est pas né- 
cessaire pour faire connaître la courbe que 
nous nous sommes proposé d'y analyser. 

i58. C6 étant une abscisse commune des 
deux branches ŒR, Cer de la cissoïde oblique, 
BE et — Be seront leurs ordonnées ; CE et — Ce 
leurs cordes correspondantes. Nous désignerons 

, r-u +BE +CE 

donc CB par »? _ g par /, _ r par z. 

Soit prolongée la corde ^_ ^ , jusqu'à ce 

qu'elle rencontre l'asymptote au point , ; ^ j^ i 

étant la différence qu'il y a entre j[| a / el AD, 
ou entre js et c, nous aurons dans tous les cas 

D/ 

Nous ayons de plus 

— . = CD H- — . ; 
Cl ^D/ ' 
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* DL 

«ou, en substituant à CD et à ^ leurs valeurs 

D/ 
CL 

v^* et c*'^2cz+z\ a==**+^— acz+«*; 

Cl 

"OU, à cause que 

— — » 

C/ 
et _^ Z ^^ ^ ^^* — ^^^ "^ ^* 

a 

Maintenante à cause des parallèles Uy Eêy 
^on a 

+ CL ^ +CE^. TA • TR 



ou rt \/ûi* — 2CZ + 2* : z :: a : »î 

€72 



^l'où a? 



Xies mêmes parallèles donnent encore 

CB : CA.i: ;î^g^ : +^^^, ou * :« :: j. : *; - 

-a OU jz:=-^; 

a; ' 

expression qui ne diffère en rien de ceDe que 
nous avons trouvée (art. 7) pour la corde de la 
cissbïdè droite. 
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Si enfia daBs Tëquation 



az 



±:\/ a^ -^ sàcz + 



t 



%y 



on substitue à 2 sa valeur —, on obtiendra 
l'équation 

C'est l'équation de la c^ssoîde oblique. Elle ne 
diflere de celle de la cissoïde droite, qu'en ce 

qu'on y voit figurer un nouveau tenne — ^ «* , 

qui n'est pas dans celle-ci. 

Ce nouveau terme , qui devient le second de 
l'équation, lui fait à la vérité subir un change- 
ment remarquable, puisque, portant un expo- 
sant impair, il ôte à cette équation l'avantage 
qu'elle avait de pouvoir, quoique du quatrième 
degré, être résolue par les méthodes du second. 

Si l'on avait c==o, et par suite 5 = a, le 

terme —^x^ s'évanouirait, et l'équation devien- 
drait celle de la cissoïde droite. 

159. Une valeur de y étant donnée, il fau- 
drait, comme l'on voit, résoudre une équation 
du quatrième degré, pour trouver la valeur 
* correspondante de x ; mais la question présen- 
lerait moins de difficultés , 3i une valeur de x 



] 



^ 
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letant donnée, îl fallait trouver le» valeurs cbr- 
respondantes de^. 

Que Féquation ci-dessus soit ordonnée en y 



elle deviendra 






et ne sera plus que du second degré. Cette équa- 
tion étant résolue, donnera 






c* . c 



^x' 



y^dcx^ 



a 



<** — a;» a»— or* 

ou , en substituante û*-^ c* sa valeur s^ 



J"-^ 






On voit, par cette équation, que la valeur posi- 
tive de j^ est la différence des deux quantités 



>-£ 



X* , ■ ■•-- — et 



a* — X* a»— X*' 

que sa valeur négative est leur somme; que, 
par coàséquent , la somme de ces deux valeurs 

€st le double de x* r t — , et leur diffé- 

a* — X 



rence, le double de ' ■ ^ , 

' O*— X* 



lo 
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Si c = o, et par conséquent «=a) le terme 



c 

a 



•' s 



a»— X* 
deviendra 



s'évanouira ; on aura — = i , et l'équation 






•^ "^ a* — X* |/a* — jc' 

comme nous l'avons trouvée pour la cissoïde 
droite. 

i6o. Si dans l'équation 

^m Eût x=o, on trouvera aussiy = o et réci- 
proquement; ce qui annonce que la courbe 

prend son origine au point C, et qu'elle y est 
tangente à l'axe GA- 

i6i. Si x = ay les deux termes + jr^^ y 
«t — a^y^ seront égaux, et s'entre-détruiront. 

L'équation se réduira donc à JC* «^ x* = 0; 

ou, parce que a; = â , a* 2- a* s= o , ou 

a-^— *^=o, OU fl*=2çyj douj-ss — ; 

c'est-à-dire que dans la supposition de ^ = a , 
il y aura, comme nous l'avons déjà vu (art. iSs), 

une valeur positive dej^ = — . La même suppo- 



se 
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sillon de or = a rendra dans l'expression géné- 
rale de la valeur dej^ le dénominateur a* — x*s=zo ; 
ce qui fait voir que , dans ce cas , jr^ indépen- 

danunent de sa valeur positive — , aura defux va- 
leurs infimes. 

162. Si Ton fait ar = ~ = CAV l'équation 
ordonnée enjr deviendra 

ou à cause que 

aV — ^ = (a* — 5»)^*= €^3% 



ou, en tirant la racine carrée, jr :=: o; 

es 

d'oiij^ = — . C'est la valeur que nous avons 

trouvée (art. i54) pour A'R, qui est en eflfet 
l'ordonnée positive, lorsque x =3 CA^ 

i63. Nous observerons que la supposition de 

a* 
a: = — donnant o pour valeur au carré de la 



a^ 1 ..• , ^ a* 



quantité j^ — • — , la supposition de a: >• — don- 

nerait à ce même carré une valeur négative , et 
par conséquent à jr une valeur imaginaire. On 
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est fondé à conclure de là que CA' ou — est le 
maximum de ûc, 

1 64. Le point R étant pour la branche émer- 
gente CER un point culminant ou de re- 
broussement, cette courbe, au partir de là, 
présentera encore pendant quelque temps une 
concavité à son asymptote, qu'elle finirait in- 
failliblement par couper une seconde fois, si 
elle conservait indéfiniment ime semblable cour- 
bure. Donc, puisque (art. i5o), sans recouper 
son asymptote, elle doit s'en rapprocher de plus 
en plus, jusqu'à se confondre avec elle à une 
distance infinie, il est nécessaire que, pour pré- 
senter définitivement à son asymptote une 
longue convexité, elle éprouve à quelque poiiit, 
que nous essayercms de déterminer, une in- 
flexion qui changera sa courbure. 

i65. 11 résulte encore de ce que nous avons 
vu ci'-dessus, que toute or4onntée B'E', qui sera 
intermédiaire entre l'asymptote AP et la droite 
A'R, et qui se rapportera par conséquent à 
quelque point de la portion OE'R de la courbe , 
ira, étant prolongée, rencontrer une seconde 
fois la branche CER dans sa partie ultérieure. 

Pour toute abscisse CB', intermédiaire entre 

C A et CA', ou entre a et —, il y aura donc dam 
la branche émergente deux valeurs différentes 
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I 

dejr. Ces deux valeurs différeront d^autant plus 
l'une de l'autre, que le point B' sera plus 
rapproché du point A. Lorsque l'on aura* 
GB'=CAs=â, cette différence sera infiniment 

grande. Quand on aura CB' = CA' = —, elle 

sera, au contraire, infiniment petite ou nulle; 
c'est-à-dire qu'alors les deux valeurs de^ se- 
ront égales et identiques. 

Si l'on jette maintenant les yeux sur la 
branche négative Cer, on reconnaîtra bientôt 
que , pour elle , le maximum de x n'est autre que 
CA ou a 'y mais si , pour toute valeur de x in- 
termédiaire entre CA et CA', on ne trouve dans 
la branche rentrante ou négative aucune valeur 
de^, on en trouve, par compensation, deux 
pour une dans la branche émergenteou positive. 

i66. Il se présente aussi quelques observa- 
tions à faire sur cette expression générale de 
la valeur dejr, 

_ , V g» a 

Puisque pour toute la partie CEO de la branche 
positive , la valeur positive de^ s'obtient en re- 

tranchant — — - de «• -î^— r — ~ — : 

a"— X* a* — X* ^ 
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il suit cpi'alors cette dernière quantité est plus 
grande que la première. 

A mesure que x augmentera de valeur, ces 
deux quantités augmenteront aussi; mais ce sera 
en des proportions bien différentes. Ces quan- 
tités sont affectées du même dénominateur 

a* —a:*; mais le numérateur - a;^ de la pre- 
mière augmentera en raison de la troisième puis- 
sance de Xy tandis que le numérateur 



«• 



v/^35^, 



d^une part 9 ne croîtra qu'en raison de la se- 
conde puissance de a? , et de l'autre sera diminué 

par le facteur \/ à^ 50;', d'autant plus petit 

que X sera plus grand. 

Il y a donc nécessairement un terme auquel 
les deux quantités 



v/ 



a*- — -a:* - a^ 

cr a 



et 



deviendront égales entre elles , et ce sera quand 

on aura jp = a. Alors en effet, i*. - «* sera ré- 

' a 

duit à aV; 2^. on aura aussi 



y/a' 



s* 



; a?'==a* V/a^— J*=o» Vc^= a^c. 



X*- :: ^ — et 
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Il est donc évident que si «==:a, les deux 
quantités 

a* — X* ^^ a* — X* 

seront égales entre elles. Si x <C a, la première 
sera la plus grande ; si a; >> a, elle sera la plus 
petite. 

Mais non-seulement la supposition de :c >• a 
cliangera les rapports de ces deux quantités 
entre elles ^ il en résultera encore qu'elles chan- 
geront de signes , puisque le dénominateur corn* 
mun a* — x^, de positif qu'il était auparayant, 

deviendra négatif 3 la quantité -7 ; qui était 

aflPectée du signe — , prendra le signe •+• > et il 
y aura permutation entre les deux signes qui 
affectaient le terme 

^ a^ — a^ y 

le signe 4~ <{ui se rapportait à la valeur positive 
de y y fera place au signe —, et réciproquement, 

167. Il résulte des observations ci-dessus^ 
qu'aussitôt que l'on a a: > a , 



( »5î ) 



fxi 



\\ le terme — =• %j^^ devient positif et plus 
grand que al» -î-^rrj^ . - 



2^. Le terme «• ^ ^ — doit être pris 

négativement pour la valeur positive de j^, et 
positivement pour sa valeur négative. 

On obtiendra donc la valeur positive de y 
en retranchant 



v/^-jx- 



-a? 



de " 



a*— a:* a* — x^ 



et cette valeur demeurera toujours positive, 
puisque la seconde de ces quantités sera plus 
grande que la première, {ja valeur négative de^, 
celle du moins que nous appelions ci-devant 
ainsi, sera toujours la son^ne des deux quantités 



v/^ 






a» — X" a*— X" 

mais d<^ négative qu'elle était, elle sera devenue 
positive , et se mesiu^era au-dessus de l'axe CA. 
Ceci expUque comment, pour chaque valeur 

s 



de X intermédiaire entre a et —, 'il y a du côté 



4* 



4.4 






de la branche positive deux valeurs 3e y. La 
plus petite de ce9 valeurs est celle qui, si l'on 
peut s'expruâér ainsi, appartient en propre à 
la branche émergente ou positive ; l'autre ne 
semble lui être acquise que par une sorte d'em- • 
prunt qu'elle a fait à la branche rentrante ou 
négative. 

-Sitôt que l'on a x^sa, y acquiert dans la 
branche négative une valeiu: infinie ; mais cette 
valeiir est à la fois positive et négative, et c'est 
à partir de là que toutes les ordonnées de cette 
branche se trouvent transportées du côté de la 
branche positive. 

i68. Quand arrivera-4;-il que les deux valeurs 
de j^ répondant à une abscisse commune, soient 
égales entre elles et se terminent par conséquent 
à un même point de la courbe? Ce sera évi- 
denunent quand la quantité 



X* 



v/ 



• • 



nA 



a---x» 



a* — ai^ 
sera nulle , puisque c'est elle qu'il faut retran- 



S-a? 



cher de — -^ — -;, pu qu'il feut y ajouter , pour 
avoir les valeurs correspondantes de j^. 

Faiscms donc *• mp — = o , équation 
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qui se réduit à celle-ci , 



sF-l 



-jc* = o; 



ou 9 en élevant au carré ^ 



5* 



a» -a:*=o, ou a^ — 5»a:*=o, 

a* ' 

ou a^^=Lsx^ ou jc = — = CA^ 

Pour avoir la valeiu* commune des j^ , il faut 

dans — ' "z — -- substituer à ar sa valeur — : on 
trouvera 

OU (à cause que aV — ^a* = — •aV*} = —- — . 
On aura donc 
cfic 

Il est bien démontré par là que le point R est 
le point culminant de la branche CER, et que 
CA' est le maximum de x. 

G^est cette démonstration que nous avons 
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annoncée (art. i5i), et que nous avons déjà 
donnée sous, une autre forme (art. i63). 

169. Nous avons vu (art. 166) que quand 
0;=: a , les deux quantités 



v-^. 






*• : :: et 



a* — x* a* 



sont égales. Or, leur différence détermine la va- 
leur positive dey. Cette valeur, dans le cas que 
nous citons, devrait donc être nulle; et cepen- 
dant, nous avons vu (art. 1S2) qu'elle est égale 



a — . 



Nous pourrions répondre à cette objection 
<}u'au même moment où les quantités ci-dessus 
deviennent égales, elles deviennent aussi l'une 
et l'autre infiniment grandes , et que deux quan- 
tités infiniment grandes peuvent, sans cesser 
d'être égales, reconnaître entre elles une diffé- 
rence finie ; mais il y a ici quelque chose à dire 
de plus. Les deux quantités 



v/^ 



et " 



a» — a:* a' — x* 



se confondent sur une même direction , qui est 
celle de l'ordonnée, et s'y prolongent à l'infini; 
mais elles ne partent pas l'une et l'autre du 
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même point de cette ligne. Il est aisé de prouver^ 
et nous prouverons bientôt en efFetj que, dans 
la supposition de a: = a, la première prend son 
origine au point A , tandis que la seconde prend 
la sienne au point O. Ainsi, quelque égales que 
Ton veuille supposer ces lignes, elles diflTèrent en- 

tre elles dès leur origine , de la quantité AO = — , 

et cette quantité-là est la valeur positive de y. 

1 70. Il est digne de remarque , et nous allons 
démontrer que l'angle EO, formé par deui 
cordes correspondantes CE , Qe des deux bran- 
ches CER, Cer, est toujours divisé en deux par- 
ties égales par l'axe CA. 

En effet , à cause des parallèles L/ , Ee , on a 
CL : C/ :: CE :C^, maïs CE= AL et Ce=Ai , 
on aura donc CL : C/ :: AL : A/. 

Dans le tnangle CL/, le côté L/ est donc di- 
visé par l'axe CA en parties AL, A/, propor- 
tionnelles aux deux autres côtés CL, C/. Or, il 
est connu en Géométrie que cela ne peut arri- 
ver que dans le cas où la ligne CA divise en 
deux parties égales l'angle IXi/. Donc les deux 
angles ACL , ACZ ou BCE , BC^ , sont égaux 
entre eux. 

Si »=s a , l'angle ECa deviendra OC^ , qui est 
évidemment divisé en deux parties égales par 
l'axe C A. En effet, les angles ACO, AGf, sont 



égaux entre eux, puisqu'ils sont égaux l'un et 
l'autre au même angle CAO. 

Si ^ > CA , les ordonnées B'E', B'/, seront 
(art. 1 67 ) toutes les deux du côté positif de l'axe y 
et les cordes correspondantes CE', Ce', iront par 
conséquent aussi toutes les deux rencontrer lar 
courbe et l'asymptote de ce même côté; mais, 
dans ce cas-là même, il sera toujours vrai de 
dire que l'axe CA divisera en deux parties égales 
l'angle E'Ç/*' formé par l'une CE' des deux cor- 
des, et par le prolongement Cf de l'autre. 
D'ailleurs , il est évident que l'angle E'Ce', formé 
par les deux cordes correi^pondantes CE', Ce', 
sera coupé lui-même en deux parties égales par 
la droite CR , perpendiculaire à Taxe CA. 

1 7 ][ . Il suit que si l'on a ime corde quelconque 
CE , et que l'on fasse l'angle ACe = l'angle ACE, 
la droite Ce ira couper l'une ou l'autre branche 
de la cissoïde oblique en un pointe, qui répon- 
dra à la même abscisse que le point E. 

* 

1^2. Puisque l'angle ECe est divisé en deux 
parties égales par l'axfe CA, il suit que chaque 
point de l'axe CA sera toujours à la même di- 
stance perpendiculaire de deux cordes corresr- 
pondantes CE, Ce. 

Si, du point A, on mène à la corde CE la 
perpendiculaire AS , les triangles . semblables 
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ASL, CbEy donneront 

AS : AL :: Cb : CE; 

l^ais ALscCE; donc aussi AS = Cij c'est-à-- 
dire que la distance du point A à la corde GË 
est égale à celle du point C à Pordonnée BE. 
La valeur de Cb se trouve par cette proportion 

CA : CB :: CD : Ci, ou aix ils : CB; 

d'où CA=-. 



On aura donc aussi AS == — . C'est l'expres- 



sx 
a 

sion générale de la distance perpendiculaire 
du point A à deux cordes correspondantes 
quelconques. 

Si du point B on mène sur la corde CE la 
perpendiculaire B^, on aura 



SX 



CA:CB:: AS:B5, ou aixii-^i^s-, 

d'où BS=:'4' 

C'est l'expression générale de la distance d'un 
point quelconque de l'axe CA aux cordes pas- 
sant par les deux points de la cissoïde oblique y 
qui reconnaissent pour abscisse commune la 
distance de ce point au point C. 

173. Soîl CB ou X une abscisse quelconque de 
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la cissoïde oblique ? et g ou y rordonnée cor^ 

respondante; si Ton tire la sécante ^ / > et que 
du point A on mène jusqu'à cette sécante une 
droite . /., qui fasse avec l'asymptote Pp un angle 

fAl^^^ à l'angle ^^y., les deux triangles ^^^ 
et ^g seront parfaitement égaux ; car ils sont 
senablables , et leurs côtés homologues ai et' 
sont égaux. On aura doac aussi . ^ = CB=a:, 
et /-. = g =^. Mais, quels que soient les 

angles égaux ^*t j ACf ^ ®** évident que la 

-x A 1 CAF , ACF 

somme des deux angles ^^^ et . ^y. sera tou- 

CAL 
jours égale à l'angle ^^^ , supplément de l'angle 

AC/ ? et par conséquent 1 angle . /.^ , supplé- 
ment de cette même somme, sera constamment 

ACT . F 

éjgal à l'angle ^^^ . Tous les points ^ formeront 

Aire 

donc un arc de cercle .jxfpy qui sera la double 

mesure du supplément de l'angle . ^^ , ayant 
son sommet à la circonférence du cercle. Pour 



♦ 
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décrire ce cercle, il faut mener deiix perpendi- 
culaires, l'unfe du point A sur Pasymptote Vp^ 
l'tnitre du point O sur l'axe CA , qu'elle divisera 
en deux parties égales. Le point Q, où ces deux 
perpendiculaires se rencontreront, sera le centre 
du cercle que l'on cherche, et QA sera son 
rayon. 

AFC 

La partie . /y> de la circonférence de ce cercle 

qui sera au , de Taxe CA sera là double 

^ dessous 

mesure du supplément de l'angle . -, . 11 est 

évident aussi que cette circonférence touchera 
l'asymptote au point A, et la droite GO au 

point C. 

F 
Si par un point quelconque /. de la circonfé- 

FA FC 

rence AFÇ/A , on tire les cordes f^y ^^ , et 
que l'on prolonge cette dernière jusqu'à ce 

qu'elle rencontre l'asymptote en . ; que por- 

AF 
tant ensuite la corde . ^ comme abscisse de C 

en B, et menant ^ parallèlement à l'asymp- J 

RF FI F 

tote , on fasse ^ = ^ . , le point appartiendra 

à la fois à la sécante ^ . et à la branche ^ de 
la cissoïde oblique. 



( »6, ) 

On peut"" donc regarder le cerèle AFC/A 
comme le cerdle générateur des deux branches 
positive et négative CER, Cer de la cisscrifde 
oblique. Un cerde semblable Cna décrit du 
poifit 4f comme centre, servirait pour les deux 
autres branches de la cissoïde oblique. 

Nous avons vu (art. 5) que la nouvelle cissoïde 
droite reconnaît aussi un cercle générateur • mais 
comme dans cette dernière courbe les deux 
angles CAO, ACt sont droits et égaux, son 
cercle générateur est divisé en deux parties 
égales par Faxè CA qui, par conséquent, est 
son diamètre. 

1 74' Si l'on tire le diamètre AR et la corde CR, 
les triangles semblables CDA , ACR donneront 

CD:CA::CA:AR, ou siaiiaïAK; 



a 



d'où AK=-=CA'. 

S 

AR est dcwQc le maximum de x, et en effet le 
dian^^tre d'un cercle est le maximum de ses 
cordés. 

S.Pon veut avoir la valeur de CR , on la trou- 
vera par cette proportion 

CD:At)::CA:CR, ou «:c::a:CRj 
d'où CR=2£. 

s 

11 
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Lorsque deux points F, f de la circonférence 
AFC/Â seront sur une même parallèle F^à 
l'asymptote, ils donneront l'un et l'autre à x 
la même valeur. En effet, les arcs AF, A/* seront 
égaux, et par conséquent leurs cordes aussi 
seront égales. 

175. Le cercle générateur AFC/A présente 
à nos yeux, sur la figure, les mêmes résultats 
que nous avons ci-de$sus obtenus par l'analyse. 

Du milieu G de la droite F/* soit tirée la 
droite CG, qui passera aussi au milieu ^ de la 
double ordonnée Ee. Nous avons vu (art. iSg) 

que x^ p — i — est la moitié de la double 

Ordonnée E^. Cette quantité est donc représentée 
par ^E ou par ge^ et se mesure des points E, e 
-au milieu de la double ordonnée. 

B^ est la quantité qu'il faut retrancher de gE^ 
ou qu'il faut ajouter à ge pour avoir les deux 
valeurs positive et négative de j^. C'est donc 

cette quantité qui est représentée par -^ . 

Elle se mesure du point B de l'axe CA au mi- 
lieu^ de la double ordonnée. Lorsque x=a, 
les points E, B se trouvent transportés aux 
points O, A. C'est donc avec raison que nous 
avons dit (art. 169) que, dans ce cas, la quan- 



( i63 ) 



v/a'-gx' 



litë x^ —^ 1 — se mesurait du point O, et 

la quantité ^ du point A. 

176. Tant que la ligne F/* sera intennédiaire 
entre les droites PA^, TC^, c'est-à-dire tant 
que l'on aura a* < CA , ki double ordonnée E^ 
aura aussi une position semblable , et les cordes 
CE, O, prolongées, iront rencontrer l'asym- 
ptote j l'une au-dessus et l'autre au-dessous de 
l'axe CA. 

Mais qu'arrivera-t-il , si la ligne F/* se trouve 
transportée en F^' de l'autre côté de la ligne 
TCi, ce qui annonce que l'on a « > a? U est 
évident qu'alors les droites CF', Ç/*' étant pro- 
longées ^ iront l'une et l'autre rencontrer la 
branche CER, et l'asymptote AP au-dessus et 
du même côté de l'axe CA. Les valeurs de l'or- 
donnée^ et de la corde z seront donc alors 
toutes les deux positives. 

Les lignes L7', E'^', seront aussi toutes les 
deux de ce même coté de l'axe, et seront cou- 
pées chacune en deux parties égales par le pro*p 
longement Çg' de la ligne CG' (*) . 



(*) La figure i5 n'étant point assez grande pour 

11.. 
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La quantité x^ — ^rn^— sera la moitié de 

EV, et se mesurera du milieu g' de EV. La 
moitié ^'E' qui se mesurera de g' en redescen- 
dant vers E', sera négative ; celle g^'e' , qui se 
mesurera dans un sens contraire, c'est-à-dire 
de g' vers e\ sera positive. 



^x^ 



La quantité -^ZZ"^ ^^^ devenue positive, et 

se mesurera du point B' de Taxe CA an milieu 

deEV. 

La valeur positive B'E' dey sera la différence 

des deux quantité» B'^' et E^g\ 

La valeur ci-devant négative de^ et devenue 
positive, sera la somme des deux mêmes quan- 
tités By et Ey, ou plut<St BV et g'^. 

Les triangles AF'L', Afl seront toujours par- 
faitem^it égaux atlx triangles GB'E', CBV. 

177. Examinons maintenant plus particu- 



w « »*• 



qu on ait pii y exprimer les points e\ /', g\ il faut ima- 
gitiet, I*. que la ligne Ce' est prolongée jusqu'à ce qu elle 
rencontre ehwn point c' le prolongement dé B'F, et en 
un autre point If }e prolongement de Tasyniptote AP; 
â°. que la ligne Cg' est prolongée jusquà ce qu elle* 
rencontre le prolongement de B'E' en un point g' qui 
içttouver^ a égales distances ctes deux points £f> e\ 
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lièremeat ce qui armera, lorsque la droite ¥f 
se trouvera transportée exactjement en G(y. 

X sera dans ce cas égal à la corde AC ou A(y, 
c'est-ardire à a. Dans la hrancbe positive, la 
eorde CE sera devenue GO ; l'ordonnée BE sera 
ÀO; les triangles ALF, CEB, se confondront 
l'un et l'autre avec le triangle COA, et la valeur 

de AO ou de y sera — . 

Dans la branche négative, les côtés Af^fly 
du triangle Afl^ se confondront l'un, et l'autre 
-avec l'asymptote Ap'^ les trois côtés du triangle 
CBeégat à Afl^se confondront avec la droite Ct. 
La corde Ce devenue G0\ ne pourra plus , de 
quelque côté qu'où la prolonge , rencontrer ni 
la courbe , ni son asymptote , ou plutôt elle les 
rencontrera et de l'^n ci d^ Vautre côté , mais à 
des distances infinies. C'est à ce moment que la 
branche négative commence à transporter ses 
ordonnées du côté opposé, et elles s'y maintien- 
dront aussi long-temps que ap aura des valeurs 
réelles plus grande^ que a. 

Ce parallèle , que l'on pourrait étendre da- 
vantage, démontre le parfait accord qui existe 
entre l^s ré^tats doni^és par le cercle généra* 
leur AFC/A , et ceux que nous avions obtenus 
de Tanalyse. 

178. La circonférence du cercle générateur 
AFC/*A rencontre les deux branches de la cissoïde 
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oblique en deux points I , L Ces deux points sont 
sur une même parallèle à l'asymptote, et rëpon* 
dent par conséquent à une abscisse commune. En 
eflFet, lorsque les droites F/*, Ee, se trouvent con- 
fondues au point I, la même chose doit néces- 
sairenient arriver au point i, et la droite It réu- 
liissant les propriétés des deux droites F/*, Ee, 
est, comme la première, coupée en deux parties 
égalçs par le diamètre AR ; de sorte que les arcs 
AI , Ai y sont égaux, et par suite aussi les angles 
AQ, ACi. 

1 79. Les points C, A, I , « ( %. 1 7 ) étant tous 
les quatre sur une même circonférence de cercle , 
leurs cordes CA, I*', se couperont en parties ré^ 
ciproquçment proportionnelles , et Fon aura 

CB : BI :; Bi : BA; 

d'où 

BIxBi= CBxBA == xx(a — x) 3= a« — sc^ ; 

c'est-à-dire que le produit des deux valeurs de^ 
multipliées l'une par l'autre , est égal kax — a:*. 

Il est à observer encore que ]fs triangles . ., 
et ^« . étant parfaitement égaux , on aura ici 
IL JB CL CI , IL , 

il = £B=*y' ^* a = Ci + il ^^"^y- 

On peut remarquer enfin que le triangle 



iBA 
IBA 
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est semblable aux triangles parfaitement 
CBI . AIL 



égaux çp. et ^.^ 



1 80. 11 ne sera pas hors de propos de déter- 
miner la valeur de Tabscisse conmitme.CB, à 
laquelle se rapportent les deux points I, i. 

Observons d'abord que li étant dans le cercle 
générateur, une corde perpendiculaire à son dia- 
mètre AR sera coupée par ce diamètre en deux 
parties égales ; mais 1/ est en même temps une 
double ordonnée de la cissoïde oblique. Cette 
double ordonnée est donc aussi coupée en deux 
parties égales par le diamètre AK, et c'est la 
seule à qui cela puisse arriver. Toute autre double 
ordonnée de la cissoïde oblique aura son miUeu 
au-dessus ou au-dessous de ce diamètre. Cette 
double ordonnée li est donc aussi la seule dont 
la partie BH comprise entre l'axe CA et le dia- 
mètre AK, se trouve en même temps comprise 
entre son propre milieu et l'axe CA , et soit en 
conséquence, comme nous l'avons vu (art. 175) 



ix^ 



représentée par ^ - ^^ ^ . Nous avons donc ici 



BHss 



a 



,»• 



Maintenant, les triangles semUables ACK 



AHB, donnent AK : CK. :: AB : BH, c'est-à- 



a* . ce 



îx» 



dire t— , ou a I c *: ar— jc : . . ,ou,ea 

Élisant le produit des extrêmes et celui des 
moyens, 

car* 01? 



€ÏC — COP, OU -r— T = a — » 



ou «'ssa^— a*af— icwc'H-»*, 

ou <MP*+o** — ûf^=o, ou «•+o«— a*=:o, 

éqpiation du second degré, qui, étant résolue, 

donne »s= 'T^ a. 

La seule constante a fi^rant dans cette va- 
leur de ar, c'est une preuve qu^elle est indër- 
dante des quantités c et s. Au^ est -elle 
absolument la mên^e que celle qtii, dans une 
question semblable, a été (art. i4) trouvée pour 
la cissoïde droite. 

i8i ^ Il est une autre propriété qui appartient 
excl^u^iyçment aux points,!^ ^. c'est que , quelle 
que soit la valeur de c ou de AD , ils doxmeront 
toujours C/ ■— CL as ac. 

Pour le prouvçr , il faut considérer que 

GZ ;= fi -f- Çï , et que (X s=s l«I + CI. 
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On a donc • ,, 

C/ — CL=fo — U + Ci — CI, 

ou en 'mettant à la place des lignés liy LI, 
Cij CI, leurs égales 

Bi,BI,A/,AL, C/— CL=Bi— BI+ a;— AL; 

mais nous avons vu (art. iSg ) que la différence 
entre les deux valeurs Bi et BI dq y est le double 

la? 

^^ z^ l'y ^^y pouravoirla valeurde A/— AL, 

on peut (aire cette proporticm , 

CB : CA :: Bi— Bl : A/— AL, 

OU X lall -T — -5 : A/— AL; 

d'où A/— ALss-'**'*' 



On aura donc 






a* — oc* a(a* — jc*) 
^^_^ flçjg^q 4" a?) acx* flcx* 

Or si, dans cette équation, on substitue à :r sa 



( ï?^ ) 

valeur -î— IL a , elle se réduira à CZ— CL= 2c. 

182. Si Pon désirait savoir quelles doivent 
être les valeurs de c et de 5 , pour que dans la 
branche émergente le point I se trouve exacte- 
ment sur la ligne CD , il faudrait considérer que 
cette condition sera remplie, lorsqu'une per- 
pendiculaire QN, menée du centre du cerclé 
générateur sur CD , coupera cette ligne de ma-; 

A T^ 

nière que l'on ait CN = — s= -, et par consé- 

quentAQ+.CN, ou — + -==:CD=5; ou, 
en substituant à c sa valeur 



a* . v/a*— *• 



ou 



ou 






2**=a*+ «s/a*— «•i 



2«*— a* = s \/a*— «■; 



ou, en élevant au carré, 



ou 



^ — 4a*«* -4- a* = a^s^ — «♦, 
5^4 — Sa^s^^c^ F= o, 



ou s^ — a^s* ■+• c" = Q. 

5 



-A, .m. ..n- . ..' 



I 
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Cette équation étant résolue, donne 



a, et 5=y/^ 



5+1/5^ ^, , /5 + V/5 



*-== a, ei s=\/ — — — a. 



On trouvera ensuite c = \/ a. 



=v/^ 



i85. Nous avons vu (art. i3) que chaque 
branche de la cissoîde droite coupe dans son 
milieu Iç quart de circonférence décrit du point 
C comme centre, avec un rayon égal à l'axe a, 
et que', par conséquent, la corde menée au 
point d'intersection , divise en deux parties égales 
l'angle formé au point C par Taxe et par une pa- 
rallèle à l'asymptote. Cette observation est éga- 
lement applicable à la cissoîde oblique. 

Si du point C comme centre, avec Paxe CA 
pour rayon, on décrit une circonférence de cer- 

cle MFAfm , qui rencontre en . la cissoïdô obli- 

CF 

que , et que l'on tire la corde ^^ , elle divisera 

l'angle . ^ en deux parties égales. 

CF 
En effet, pour que l'on ait p^== CA, il faut 

que l'on ait aussi * ir = CA, et si l'on tire la 

droite « , la quadrilatère . -, y seraunrhombe 



C «7^ ) 

par&it, dont chaque côté sera égal à GA. Doac^ 

la diagonale ^ « divisera l'angle * ^ en deux 

parties égales. 

Les angles AGF, ACfy moitiés des angles de 
suite ACM, ACm , formeront par leur réunion 
un angle droit FC/*; et si les droites CF, Cf 
étaient prolongées jusqu'à rencontrer la troi- 
sième et la quatrième branche de la cissoïde obli- 
que , les quatre points d'intersection formeraient 
un rhombe parfait , ayant aa pour côté. Ce 
rhombe, dans la cissoïde droite, serait un carré. 

CAL' 

i84- Puisque dans le triangle ^^ on a 

„ =a, il suit qu'au point ^, l'abscisse ^ 

et l'ordonnée f ser<mt égaW Gbeirchons quelle 

est dans la branche positive leur valeur com- 
mune. Nous avons vu (^t. i5S) , que 



CL'= \/a' — 2c« + «*} 
et comme ici zssa, nous aurons 



= \/2a^'^^ac = \/2a{a — c) . 
Faisant ensuijte la proportion 



CL':CF::CA:a:, ou \/3o(a— c):a::a:*, 



r — 
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nous aurons 



a* 



\/aa(a — c)' 



ce sera aussi la valeur de^. 

On trouvera par un procédé semblable la va- 
leur de x répondant au point/* de la branche né- 
gative. Il faut seulement se rappeler qu'ici on n'a 
paszsa, mais jE = -—a. Ce qui dans Féquation 

et = y/a* — 2<:z + «• , rend le terme — 2cz 
positif. On aura donc 



a» 



C/'ss V2a(rt+c) et x =ç 77===p=r. 

^ ^ l/aa(a-+-c) 

La valeur de y sera la même ; mais elle sera 
négative. 

î85. Nous avons vu (ar,t. 35) que chaque 
pokit de la nouvelle cissoïde droite peut être 
considéré comme Fifitersection de deux ellipses 
qui ont l'd:xe de la cissoIde, l'une pour premier 
demi^axe , l'aiitre pour premier axe , et dont les 
seconds demi-axe ou axe ont des valeurs que 
nous avons appris h déterminer. 

Il est également vrai que deux points E, e 
(fig. 16) de la cissoïde oblique répondant sur 
ses deux branches positive et négative à une 
abscisse commune CB, peuvent être considérés 
chacun comme l'intersection de deux ellipses 
qui ont leurs centres , la plus grande dans la pa- 
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rallèle FF' , menée du point C à l'asytoptote, la 
plus petite dans une autre parallèle à l'asymptote 
menée par le mUieu S de l'axe CA , et qui ont 
toutes les deux leurs diamètres conjugués paral- 
lèles, l'un à l'axe et l'autre à l'asymptote. 

Il sera peut-être de quelque intérêt de déter- 
mine^ la valeur de ces diamètres conjugués. Nous 
devrons du moins à cette recherche la connais- 
sance de quelques nouveaux rapports entre la 
nouvelle cissoïde droite et la cissoïde oblique. 

Observons d'abord que la double ordonnée E^^ 
de la cissoïde oblique n'étant point divisée par 
l'axe CA en dexit, parties égales , ce n'est point 
sur cet axe que doivent se trouver les centres 
des ellipses en question^ mais sur une parallèle à 
cet axe menée par le milieu b de Ee. La distance 
Bb ou Ce , mesurée parallèlement à l'asymptote, 
entre cette parallèle Gg et l'axe CA, est la moi- 
tié de la différence qui existe entre les deux or- 
données correspondantes BE , Be- Or, cette demi- 
différence, nous la connaissons; eUe est égale à 

On a donc B6=-t — -^^ Nous savons 



aussi que — , ou 6E = a:* r-r — - — . Donc 

si par le point b on mène parallèlement à 
l'axe la droite G^, et que du point A on 
mène AH parallèlement à l'asymptote, G^ sera 
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la direction commune des premiers diamètres con<^ 
jugués des deux ellipses , et l'on connaîtra , dans 
chacune d'elles, deux ordonnées, savoir, i®. l'or- 



-x» 



donnée AH ou aH, qui est égale à -; j, et qui 

répond à l'abscisse cH = a ; 2*". l'ordonnée 6E 

ou bey qui est égale à »• — ;; — -^ — , et qui ré- 
pond à l'abscisse cb == rc. 

11 sera facile, avec ces données , de tracer ces 
deu^L ellipses, et de trouver la valeur dé leurs 
diamètres conjugués. 

Commençons par la grande ellipse , qui doit 
avoir son centre au point c , et dont les diamè- 
tres conjugués doivent être dirigés suivant les 
droites cG, cF. 

Nous supposons que cG et cF sont les deux demi- 
diamètres conjugués cherchés, et faisant cG= m , 
cF =s 5, continuant d'ailleurs de représenter GB 



a 



OU cb par or, nous allons comparer -j — -^ , va- 

leur déjà connue de la ligne AH, avec celle 
qu'elle a conune ordonnée d'une ellipse qui a m 
pour premier demi-axe, b pour second demi- 
axe, et a pour abscisse, ladite abscisse mesurée 
du centre c de l'elUpse. 



( 176 ) 

h _ 

Cette se*nde valeur de AH est — \/m^ — a*. 

lit 

Posons donc l'équation 
c 



-X» 






qui nous donnera 

max? 



b 



et cherchons une secondé valeur de b. 
Nous comparerons pour cela 



a/- 5 



a*-Pi-a;* 



«» 



valeur déjà connue de la ligne &E avec celle 
qu'elle a comme ordonnée de la même ellipse 
que ci-dessus, mais répondant maintenant au 
point qui a c& =: a; pour abscisse. Cette seconde 

valeur est — V^* — « • Posons donc l'éduation 



a— X* m 



X* 



qui nous donnera 



^' ,a 



* = mX^ , r-— 7===:. 



• • 
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Côiûparant maintenant entré elles les deux 
Valeurs de 6, que nous venons de trouver*- noua 
«nrons 

I /û» il j.a 

mcr^ V a' 



TOT 

ou 



v/^^ 



X» 



a {/ m** — a* V^ th"— x* - 

ou , en élevant au can*é, 

c'x * g^ — ^*x* 

c*x* a** — 5*x* 



oû 



m» — a* m'*— X* ^ 

ou (a* -^ 5*x* — c*x*) m*=a*— a'****-»— cV j 
ou , à cause que 



• c* 



<i ou m*= — 



,a 



a* — a*x* a»— -x* 



^ / a^ — j«x* — — x^ 

=V — 5î^. 

▼ fl» — ^ 



et m . a ^ 



12 
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Ub djefaû^nâîamètre m étant oonau, on ttôu-- 
vera l'autre demi*diamètre conjugué par l'une 
ou par l'autre des équations 



5 = 



et 6 =te !»*• 






a 
X" 



Passons à la petite ellipse y qui doit avoir son 
centre au point « et ses diamètres conjuguéà 
dirigés, le premier suivant ^G, le second sui- 
vant sf. 

Nous supposons que li Gtff sont ces dia* 
mètres , et noounant le premier n^ le second ^ 



a 



nous allons comparer -;; ^, valeur déjà cou- 

€• •■■■■■ ^^ 

nue de AH , avec celle que doit avoir cette ligne 
comme ordonnée d'une ellipse dont li ou n est 
le premier diamètre conjugué (et par consé- 
quent si ou - la moitié de ce diamètre) , fj^ 
ou jS le second diamètre conjugué, et ^HouSA^ 
ou -, Fabscisse, ladite abscisse mesurée du 
centre *9 de l'ellipse. Cette seconde valeur est 

/9 /«* a* fi /-r 
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Posons donc cette écpiatioB 



^^ 



^ é S/n'—a-, 



^fcà noosdonneni 

/s aonsP 

et ctierchens %me seconde valeur de /3. 
Aoos c ÔH i pa rgyons poHF cda 



^ 



valeur déjà connue âfi bE^ avec celle que doit 

avoir cette ligne, comme ordonnée de la même 

eUipse que ci'4e9sus, maïs répondant maiifttt- 

nant au point dojat Fabscissç sb ou SB est 
a 

Cette seconde valeur est 
Posons donc cette équation 



^/^ 






a» — X* a/i 
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t^ui nous donnera 



/3== 



(â* — X*) 11/ n- — (20: — a)* 

Comparant maintenant entre elles les deax 
valeurs de /S que nous venons de trouv er , nous 
aurons 






\f^Ç 



a{a^ — jc^) yn'^ — a* (a» — x*) V^ w* — (ax — û)»^ 
'équation qui nous donnera 

(a* — ««x» — cVy = a* — a Va?» 

ou y en substituant dans le premier membre^ 

-— a*x% à — a^x* — c V , 
et dans le second , 

— a V, à — a W — a^s^x% 
(a* — a^x^)n^ = a> — a V + 4ac V —4c"** j 
d'où 

, _ Q<^— c<x*4- 4ac- jc» — 4c»x4 



a* 






C »8c ) 



^t 



\/ a a» 

▼ a* — x^ 



Le diamètre n étant connu, son conjugué fi 
se trouvera par l'une ou par Tautre de ces deux 
équations , 

/ ?~ 

f 86. De ce qui a été démontré dans Farticl* 
précédent, il résulte que deux points E, e de la 
cissoïde oblique répondant sur ses deux branchea 
positive et négative CER, C^r, à une abscisse 
conimune CB, peuvent être considérés comme 
une double intersection, de deux ellipses 
AF.VF'A, A/C/'A, qui ont l'une et l'autre 
leurs centres c, 5, sur une droite G^, menée 
parallèlement à l^axe CA, à une. distance 

Ce = -^ 5 , mesurée parailèlçknent à l'asym- 

ptote. 

Ces mêmes centres sont placés sur deux pa- 
rallèles à l'asymptote, menées ,'pour'là. première 
éltip^é', par le point C, pour laseponde, ^par^la 
milieu delax^CA. ' ? «• > ki > • . 
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Le& premierA ^acmètres conjugués, de ces el- 

Hpseâ sônC pataUèlès à l^te CA \ leurs seconds 
diamètres conjugués sont parallèles à l'asym- 
ptote. 

Si Ton nomme m le premier demi-diamétre 
conjugué de la première ou de la grande ellipse 
AFA'F'A , et b son second demi-diamètre con- 
jugué; 

Si l'on nomme pareillement n le premier 
diamètre conjugué de la seconde ou de la petite 
ellipse Afcf'Ay et ^ son second diamètre conju- 
gué y on aura les quatre écpiations suivantes : 



«=v/: 



Mm i « I II I II 



e t 14 k 



•n^wHMw f 



ti^-'X^)\/m^ — Jc* 



V' 



/8= 



(a* ^ a?») V^n» — (a jc — a)» ' 

f flll^ Tôymis maintmant à quoi se réduiront 
Its'qnatrb écpiatàons ci-dessus ^ dans le cas ou 
l'on aura csso et par conséqui^t «ssa. 
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I*. L'équation mss? \^ ^^ 






deviendra m^=:^\l — r — -r- = V «* = «• 

a*. L'équation 6= . 

(dans laquelle il faudra substituer non-seule- 
ment à c et à dr leurs valeurs o et a, mais à m 
sa valeur trouvée a), deviendra 



• oj* y/g* — X* flj* 

3*. L'équation 

/a+ — a»x*H x3— ^X^ 

nxszy/ j 

▼ a" — x* 

déviendra 

4*. L'équation 

anx*|/a»— -- X* 



(a*— X») v/n*-T(aa7 — a)» ^ 
dans laquelle il faudra substituer aux trois quan- 



( '«4 > 

tités c\ SjTt leurs valeurs o, a, a, deviendi^ 

aajc» l/f a* -^ of 



i8= 



(a»— x") v/4ax — 4x* 



ût' V/fl* — X» 



(a*— x*)v/aa; — x* 
V/(a* — a;»)(ax — x^) 



ax* 






(a — x) i^ax + X* 
OU, en élevant au carré, 



/s-= 



(a — xy (ax + x') (a — x)» (a + x) 



a*x* . X 



= 7:^-zr. X 



(a — x)^ ■ a-j-x' 

et /3 = -^i/I 

' a — X V a 



La supposition de c=o convertit donc les. 
quatre, équations 4e l'article précédent en 
celles-ci : 



ox* 



m — a, 6:^^— p, _Br=a 
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résultats parfaitement conforme^ à ceux quo, 
nous avons trouvés (art. 23) pour la nouvelle 
cissoïde droite. 

i88. Des quatre branches de la cissoïde obli- 
que, nous n'en avons jusqu'ici considéré que 
deux; savoir, les deux branches CER, C^r, 
l'une positive , l'autre négative , qui ont CA po- 
sitif pour axe commun. 

Si dans les deux autres branches qui recon- 
naissent — CA pour axe commun, on prenait 
sur cet axe une partie égale à « — CB, les deux 
points des deux branches dont — CB serait l'ab- 
scisse commune, appartiendraient en même 
tem]is chacun à deux ellipses parfaitement sem- 
blables aux ellipses AFA'F'A , A/C/'A. Seule- 
ment leurs centres, au lieu d'être sur la ligne 
G^, seraient sur une ligne G'g', qui, parallèle 
à l'axe, en serait à Içi même distance que Ggy 
«nais se trouverait située de l'autre côté de 
cet axe. 

Pour rendre plus sensibles les relations que 
ces quatre, ellipses ont entre elles , nous les 
avons toutes représentées sur la figure i6<0n y 
voit que les deux grandes ellipses se coupent 
aux points A et A', distans l'un de l'autre d'une 
quantité A A' = 2a; que les deux petites ellipse» 



se touchent au point C; que chacune d'eUes 
coupe la grande ellijpse correspondante en quatie 
points, qui sont les deux points donnés E^ e^ 
ou E', e', le point A ou A', et un quatrième 
point a ou a', qui correspond au précédent de 
l'autre côté des premiers diamètres conjugués 
des ellipses. Les points A, a, ou A\ a', «ont 
distans Fun de l'autre d'une quantité égal^ 



^ a 



189. Nous ne croyons pas devoir omettre les 
observations suivantes. Si l'on a x=a^ laquan- 



^.^ 



titéCc = -5; ^devenant infiniment grande* 

la grande et la petite ellipse, qui doivent tou- 
jours passer par le poinl A , se confondront avec 
l'asymptote, et ne couperont la cissoïde oblique 
qu'en un seul point , qui sera le point O de la 
branche émergente; le point d'intersection cor- 
respondant à celui-là dans l'autre branche^ se-* 



rait infiniment éloigné. 



fx» 



Si «>a, la quantité -; j changeant alors 

de signe , la distance Ce de la ligne des centrer 
G^ à l'axe CA ne se mesurerait plus au-dessouS| 
imis au-dessus de cet axe. Aijisi les centres c. 4r 
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des deux ellipses AFA'F'A, AfCf'Ay passeraient 
l\in et Fautre de l'autre côté de l'axe CA, et les 
intersections £ , e de ces ellipses , se trouveraient 
aussi toutes les deux de ce même coté de l'axe. 
Si enfin x est pajrvenu à son maximum j û 

Fon a a: = — , on aura -; s=s — ssssl'ordon- 

j ' a*— X* es 

Bée du point culminant R de la branche CER. 
La ligne des centres des deux ellipses AFA'F'A, 
A/C/'A , passera par ce point R. Les deux el- 
lipses et la branche CER de la nouvelle cissoïde 
se toucheront à ce point culminant R , où vien- 
dront se réunir et se confondre les deux inter- 
sections E, e. On aura alors 

m = j= «; 6 = -; /i = a -— , 
^ es y a'^'^^QS 

rgo. Proiièmê^ Etant donnés sur les denx 
branches positive et négative CER, C«r(6g. i8) 
d'une cissoïde oblique , qui a CA pour axe et Pp 
pour asymptote , deux poin ts E , e qui répondent 
à une absci^e commune CB , on demande que 
Ton mène deux, droites -qui touchent la courbe à 
ces deux points. 

T^ouB doimerons pcmr les deux points E, e 
une seule et même solution , qui s'appliquera 
paiement à Fun et à l'autre. 
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CE 
Solution. Tirez la corde ^ , et lui ayant mené 

CI 

'du poibt C la perpendiculaire indéfinie ^., me- 

nez encore du point B une parallèle „ . à la 
corde p ; si du point ., où se rencontreront les 

deux droites ^ . , g . , vous lirez au point , la 

lE 
droite . , elle touchera la courbe en ce point. 

CE 

Démonstration. Soit prolongée la corde ^ , 

jusqu'à ce qu'elle rencontre l'asymptote en . ; 

si du point , on prend sur l'asymptote une 

LL' 
partie infiniment petite ,y , et que l'on lire la 

droite ^^ , qui rencontre la courbe en , ; / 

sera unélément infiniment petit de la courbe, 
et sa direction déterminera celle de la timgente 

E 

au point . 

Soit donc prolongée la droite infiniment pe- 

E'E . , I 

tite , , jusqu'à ce qu'elle rencontre en la 

droite p.; nous allons chercher la valeur de p.. 

Soit fait ^ , = ç , et soit tirée la droite in- 
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finiment petite « , que l'on pourra regarder 

CE 

comme ctant à la fols perpendiculaire a ^ et à 

^. . Soit aussi prolongée l'ordonnée • , jusqu'à 

> 11 V G I j . CL' E'H 

ce quelle rencontre en la droite ^-: ..sera 

* g C/ ' e /i 

la différentielle de ^ , comme « . est la diffé- 

AL . AL CE 

renlielle de .y*; mais, a ; = r î donc aussi 

E'H L'L 
, , = « . . Nous représenterons pour simplifier 

'E'H L'f 
'h ^^ y/ P^^ * ' etnous continuerons d'ailleurs 

de désigner CA par a, CD par s y AD par c, 

nn ^ BE • 

Cd par « et ^ par j^. 

Nous avons vu (art. 1 58), que ^ou .=: -^ j 

ainsi nous aurons 

* 

• DL AL . T^ ay ay — cjr 

^^, ou ^^-AD = ^^^ C=:-^^. 

A, cause des parallèles L/, J^, ,on a 

CA:CB::CD:CF, ou a:«::«:CF; 

r 

d'où CF=-. 

a 

On a de plus 

^A .i-D .. I^L . EF ay — cx EF 

, ÇA:ÇB ::.p^ : ^p, ou a nxiir^—— : ^p ; . 



d'«k ^ 
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EF ay — c« 



On a encore 

£G tx 



d'où 

eg a 

Les triangles semblables ^^ , „^,donneiit 
CE.EF.. EG. GH 

• *r •• «ff • g* » 

av — ex _^ tx . CH 



■•• \^ • 



d'où ^^=:*^^y-. 

Donc 

E'G E'H GH ^ ay3i^ — cx? 

Les mêmes triangles semblables donnent 
CE.4n,„. EG .EH ay sx tr EH 

;! : CF :: : , ou -^ : — :: -- : , ,• 

Ce eg eh x a a en ^ 

j, , . EH _ ï^x' 

Msântenant à cause des triangks sembUblês 
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£'H£ ECI 

E'H . EH .. CE . CI .^ . . îfîî ,. 2 . CI- 
«'A • th •* Ce • Ci' °" * * a^ •* * ' Ci' 

Mais nous avons vu (art 173), que —7-, est la 

plus courte distance du point B à la corde ^^ ; 

donc , pour déterminer le point I, il faut faire 

CI • 

ç^ . é^A à la plus courte distance du point B & la 

CE 
cwde ^ 9 ou y ce qui revient au même, il faut 

Bl 
du point B mener une parallèle ^ . à cette corde. 

191. On voit que la méthode à suivre pour 
mener une tangente à la cissoïde oblique, ne 
diflFère en rien de celle qui a été donnée (art. ti']) 
^oar la nouvelle cissoïde droite. On voit aussi 

que ^ . est une troisième proportionnelle à — et à 

x^ ouàGA'etàCB. 

Si l'on a cs=o, et par conséquent ^ = a, 

,, , ^. CI jr» , . j CI X* 

1 équation ^j^ = — ; deviendra ^ . = — j comme 

nousTavons trouvée (art. 27), pour la cissoïde 
djroite. 
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SX* 



192. L'expression — - , ne renfermant avec les 4 

deux constantes a, «, que la seule variable Xj 
qui est la même pour les deux branchés, il suit 
que les droites Cl , Ci y répondant à deux points' 
E , ^ de la courbe , qui eux-mêmes reconnaissent 
une abscisse commune , sont toujours égales 
enti^ «lies. Comme d'ailleurs elles sont perpen- 
diculaires aux cordes CE , Ce , qui , comme nous 
Favons vu (art. 170), font avec l'axe CA des 
angles égaux, il suit qu'elles forment aussi avec 
l'axe des angles égaux , et que leurs points 1, i", 
sont placés symétriquement de chaque côté de 
cet axe. 

La droite CI relativeà la branche positive CER 
est négative. La droite C/, qui se rapporte à la 
branche négative, est positive. 

193. Tous les points li (fig. 19) forment 
une courbe CDîA'IC, que la droite CA" divise 
en deux parties égales et symétriques. Celte 
courbe est une oviforme absolument semblable 
à celle dont, à l'occasion de la nouvelle cissoïde 
droite, il a été question (art. 28 et suivans). I^a 
seule diflTérence qu'on puisse remarquer .entre 
ces deux courbes , c'est qu'elles ont pour axes , 
celle de la cissoïde droite CA == a, celle de la 

cissoïde oblique C A' =— . Pour cette dernière 

comme pour la première, chaque corde de l'ovi- 
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* forme est une troisième proportionnelle à son 
axe et à l'abscisse correspondante de la cissoïde , 
à l'abscisse du point à la corde duquel elle est 
perpendiculaire, du point dont elle détermine 
la tangente. 

Les même» procédés que nous avons indiqués 
( art. 32) 5 pour décrire l'oviforme de la cissoïde 
droite, sont applicables à celle de la cissoïde 
oblique. 11 suffit de se rappeler que l'axe de cette 
dernière n'est plus CA , mais CA'. 

Nous continuerons de représenter par si ^y\ 
les abscisses et les ordonnées de l'oviforme ac- 
tuelle CD/A'ICl Ses cordes conserveront aussi la 
désignation particulière que nous leur avons 
donnée (art. 46). Nous les nommerons u. 

194. L'oviforme de la cissoïde droite a pour 
équation (art. 54) 



ou *'• H- 3/v^ + sy V* -h^'« = o. 



n^ftf^ 



Cette équation deviendra celle de l'oviforme 
actuelle, si l'on y substitue. — à a , ou -- à a*. 

s s 

On aura donc 

i3 



( «94) 
ou «'• + yx'* + 3/ V 4-y* ^ o. 






a* 



tt |>iput sembler plus simpk de fiiire CA', ou 
= a. Alors il ne s'agira plus que de substituer 
p»rtou.t «> à la place de a, et Ton aura 

ou «'• H- .Î^V^^Sy**'*-!- «'•««. 

On peut faire la même subsdjtution dans toutes 
les équations relatives à Voviforme , <}ue nous 
avons trouvées dans le chapitre IL Ainsi Ton aura 



f 

X 



x^ /u 



«= V'«V== VtUi 

I U" M *'i I ■ 

* • • . /^ 

La valeur correspondante de n?' est i/ — ^e ; 
celle de z^ =p f a. 



lit» t^tm^kméi^. 
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La som- taaig- de l'ovifomic est Ij/ | 

<7)" 

La partie de l'axfe comprise entre la tangente 
€stle point C ; , etc. 

1^5. Toutes les oviformes sont semblables 
entre dlles, puisque leur construction dépend 
u&icpientônt de la longueur de leur ax:e. 

Nous ayons observé (art. 36), en parlant de 
la nouveHe cissoEde droite, que si, dans son 
oviforme, on suppose a;'s= a, on aura^= o 
et réciproquement ; que si l'on faisait x^ ^ a<^ 
on trouTcrait pour y' des valeurs imaginaires. 

Il en sera de ménCie pour l'ovifôrme actuelle , 
si Ton fait a;'cz: a , ou j/ >» « ; mais si Ton se con- 
tentait de feirc «'c3=û, on trouverait pour j^ une 

valeiurrëeUe. Ce serakqpaX/ f -) — • i , et Ton 

continuerait de trouver pour y' des valeurs 

réelles, tant que oi n'excéderait pas — . 

196. Nous aarons bientôt occasion de 6iire 
usage de Toviforme, et nous nous contenterons 
pour le ï9K)ment de rappeler celles de ses pro- 
priétés qui établissent ses rapports les plus di- 
riâctft avec la cissoSde oMique. 

l3.. 
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Si du point C comme centre , avec un rayon 
quelconque CI, moindre cependant que CA', 
on décrit un ^rc de cercle If , qui coupe l'ovi- 
forme en deux points I , ï , et que l'on tire 'les 
cordes CI, Ci; si du même point C, on élève 
sur ces deux cordes deux perpendiculaires 
CE, C^, qui rencontrent en deux points E, e, 
ou les deux branches CER, Cer de la cissoïde 
oblique, ou l'une de ces branches seulement, 
et qu'on tire respectivement les droites El, eiy 
1*. ces droites seront tangentes aux points E, e. 

2*. Si l'angle ACI, moitié de l'angle ICî, est 
plus grand que l'angle ACD , les deux perpen- 
diculaires CE , Ce , rencontreront la cissoïde 
oblique, l'une sur sa branche positive, ('autre 
sur sa branche négative. Si , au contraire, l'angle 
ACI est moindre que l'angle ACD, les droites 
CE, Ce, rencontreront toutes les deux la cis- 
soïde oblique sur sa branche émergente où po- 
sitive. 

3*. Dans tous les cas, les deux points E, e, 
répondront à une abscisse commune CB. Dans 
tous les cas aussi , l'angle ECe formé par les 
deux cordes CE, Ce, sera divisé en deux parties 
égales, ou par l'axe CA, ou par k droite CP qui 
lui est perpendiculaire. 

4*. L'abscisse commune CB, à laquelle ré- 
pondront les deux points E, e, sera moyenne 
proportionnelle entre CA'et CI , ou entre aet u. 
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El 

197. Si l'on prolonge la tangente . (fig. 18) 

jusqu'à ce qu'elle rencontre en la ligne NC/2 

parallèle à l'asymptote , les triangles semblables 

E'GE ECN j ^ 

^ , ^ donneront 

e ge ^ eLn 

E'O EG CE . CN 

ou (art. igo) 

oV— aya:* 4- c Jc' . ^-c .. oy , CN 
a*^ a X Cn 

^, ^ CN aY 

C /i ""^ 'a^y — ayx*+ ^^ 

Nous observerons ici, comme nous l'avons 
fait (art. 49 )> ^^^ CN doit être pris négative- 
ment et Cn positivement. Il convient donc 
d'écrire 

CN aV 

Cn ^^^ a^y — ayx^ + cx^' 

Ceci fournit une seconde manière de mener 

E 
une tangente à un point donné de la cissoïde 

N 
oblique. On portera de C en une quantité 

CN ' aY 1 j •. NE 

= -5 ^--^ s et la droite menée 

C 71 ay — ayjc* -f- car ' ne 

par les points , , touchera la courbe en ce 

dernier point. 



( tgS) 

Si Foii fait c^^jROy l'équation 

C Ji ^^ a'j^ — aya^ + car 
devieBcira 

cN _ ^ fl!y 



comme noiis l'avons trouvée (art. 4^) pour Isr 
cissoïde droite. 

CV 
198. Si l'on veut connaître la portion ^ de 

l'axe CA , qui est interceptée entre la tangente 

EN 

et le point C , on la trouvera par la proportion 

suivante que donnant les triangks. semblable» 

VCN EMN NM.ME.. CN.CV 
uCn' emn^ nm* me **C n* Cu^ 

OU 

0?j^wa)far* Hhca:^ • •'^ * " c^y^ «y^+ car* * C u ^ 



d'oè 



CV t^yx 



Ca afliy-— ayj^-IP car* 
Si l'on £iit c = o , l'équation deviendra 



CV fl^a? 

Cu ""^ 2a* — jp'^ 
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comme nous l'avons trouvée (apt. 5o) pour U 
cissoïde droite. 

1^99» Pouf avoÎE la valeur de la sous-taBgeolt 
g y il fi»u>t considérer que 

^ es 1-10 — -, ac ap — — 5T""- ^ ., •; 5 

Bu G « aa?y — ayap^4* <?JC* 

Si c; =s Oy L'équation deviendra 

BV a^ — x * 

Fit *^ * M^-^j?^ 

fmfm que nous l'avcms trouvée (art. 5i) pottr la 
cisfioïdc droite. 

2(io. U pduiBca anwi nous être uUle de déter- 
miner à quel point K la toogeate ËM ren<}OHtre 
la droite CD , ou autrement, quelle est la valeur 
de CK. Pour y parvenir, menais du point V la 
droite VQ parallèle à CD. ÏNous aurons, à cause 
des leiangkft semblaMes* CDA^YQC, 

CA:CD::CV:VQ,o«^.::5^:^-^:^:VQ; 
d'où VQ = , . *^'^^ . . . 

Nous aurons* aussi 

CA: ADuCVrCQ, ou <»:c::.55^^,j:^CQ} 



4, 



( 200 y 

d'où CQ s= —, — ^î^-^; 

^ 2(iy — ayx* + car 

Donc ON, ou CN~CQ= 3 ■ "^^ , . 

a^cyx 



Faisant ensuite la proportion QN'CN::VQ:CK, 
substituant et réduisant, on trouvera 



CK=-.-.:— ,^ ^^ 



30 1 . Si l'on fait rcs= CA' = — . nous avons 

s ' 

vu (art. 162 et i65) que les deux valeurs 
de j' seront égales entre elles, et à — . Les va- 
leurs de CV et de Cu seront égales aussi par 
conséquent ^ et si dans l'équation 

CV ^^^ a^yx 



Cu ^a^y — ayx*+cjr* 
on substitue k x et a y leurs valeurs — et — , 



a* . (^ 



CV a* 
on trouvera ^ =; — = x. 

Cu s 



Il est prouvé par là que l'ordonnée et la tan- 
gente qui répondent au point A', ne sont qu'une 

seule et même ligne; que, par conséquent, — 

est bien le maximum de oc, et le point R, i^ 
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f 

point culminant de la branche CER de la cis- 
spïde oblique. 

J202. Le point O , où l'asymptote est compée 
par la branche positive, étant dans cette branchei 
un point remarquable, nous allons nous occuper 
de déterminer sa tangente. Ici x =5 CA = a , et 
cette valeur de «, substituée dans l'équation 

Cl ou w = — r- , donnera {«=«=: CD. Donc, 
it d 

si du point C on mène sur CO la perpendicu- 
laire Cl', qu'on la fasse .égale à CD, et qu'on 
tire la droite 01', elle sera tangente au point O. 

a* 
On sait que dans le. même cas, on aj^ = — , 

et l'on trouvera 

Dans la branche négative , Ci = w se con- 
fondra avec CD = «. La corde correspondante 
à CO sera la droite CN prolongée à l'infini. Les 
angles OCN et DCl' seront divisés en deux par- 
ties égales par l'axfe CA. 

2o3. Supposons maintenant qu'il faille mener 
une tangente au point M (fig. 19) où la branche 
positive coupe la droite CD, et qui a CF pour 
abscisse. On aura dans ce cas CM = AD == c. 
D'ailleurs, la perpendiculaire CT, menée du 
point T sur la corde CM , se confondra avec la 
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droite CN , et la paraHèle FT à cette corèe ^ 
menée du point F, sera perpendiculiaire à CK. 
Le quadrilatère CMFT sa:a donc un rectangle 
dont la diagpnale MX sera tangente au point M. 
C'est, ce que pn^uverait anifisi Féquation 

en effet ^ la proportion 

(h 

CD : CM ::€A : CF o}a sic :: ori x 

donne ici x = — « 

s ^ 

et la proportion 

CD : CM :: AD : FM ou s:c::c:/ 

donne jzsa—. 



Substituant dans l'équation ci-dessus kxeiky 
leur» valeurs — et —, on trouvera^ 



c* 



c'est-à-dire dans ce cas-ci CTTsacFM. 

2^. Le quadrilatère CMFT étant ujt rec- 
mngle , sc^ diagonales CF, MT se odupeirt «ae- 
tement à soni centi« S y et elles sont tangenfces', 
la prefloiè*^ a^i point C , la seocmde a» pGsnt 
M , d*ôè il suit que la courbe CE'OMr necoBpe 
au point M^ fo droite CD, sous fe même angk 
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qu^elle formait avec elle au poiiat C. On serait 
d'après cela teo^é de crcnire que cette portion 
d^ coujrbe 0^1 syi%iétri(|ue entre les deu^i droites 
CT, MF. Ce sei^it cependant liine erreur : 
iftCHtô e^ujrons bientôt les moyens de reconnaître 
q«ie dans aw^un cas le point culminant de la 
portion de courbe CE'OM ne répond exacte^ 
ment a» nuUeu de CM. 

.?o5. Nous allons maintenant chercher quel 
cs(» l« point E' (%. ig) de la portioRiGE'M 
de la branche positive CER , dont la tangente 
E'I' est parallèle à ÊD ou perpendiculaire à 
i'asymptote. 

B est évident que la tangente cherchée ne 
rencontrera le prolongement de CD qu'à 
une distance infUiie du poipt C. Nous avons 
(art. 200) donné l'expression générale dte cette 
distance qui est 

\j^i, SUS- ■ l'W > I > 1. ^ « m ■»! I I I *1 i i i«^ i i l> I I i.«i j I I >|ii • 

aa4y a_ a^cyx — a^y^x^ + fiacyxr — c^x^ ^ 

et puisque cette valeur devient infinie , il suit 
que son dénominateur peut être égalé à o; 
nous avons donc 

ou, en changeant les signes et ordonnant en x^ 

c ^ c* ^ c (f 
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la valeur de x propre à résoudre le problème 
serait donnée par cette équation. Elle n'est que 
du quatrième degré ; mais elle atteindrait à un 
degré plus élevé, si l'on voulait en éliminer/. 

Nous obtiendrons une solution plus simple, 
en prenant pour inconnue , non CB' ou ^r , mais 
CE' ou 2. 

Soit prolongée la corde CE', jusqu'à ce qu'elle 
rencontre l'asymptote en L' ; on aura 

AL'=CE'=is, et DU=AD~AL'=:c-.z; 
donc Dl7*=c»~2cz+z* et DL'^+CD*, 

ou CL' =€?•— •2CZ + Z*-|-^* î 

ou, à cause que 



^•+^*=a», CL' =a»— 2cz+z% 

et CL' = v/?"— 2ca + z*. 

Les triangles semblables CDL', E'Cl' donnent 

CD:DL'::CE':C1', ou sic—z^z'-O'; 
d'où CI' = 



C4 — z* 



sx^ 



mais (art. 190) CI'= — : 

comparant ensemble ces deux valeurs de Cl , 

cz — z* sx^ 

on aura =- = —--: 

s a* ' 
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a ou j:* = — 



^» 



Les triangles semblables CL'A , CE'B' donnent 

CU:CE'::CA:CB', 

ou y/a^-^acz+z* Izllalx-, 



1, y az 

d ou , xz= 



V^a' — 9cz4-2i*' 



et a?*= ^ 



aV 



comparant entre elles ces deux valeurs de x^ , 
on aura 

a*cz — a*z* a V 



ou en divisant par a*z , 

c— « ^^^ z 

ou a*c — 2c'je + 3cz* — a'z — r' = s^z ; 
ou, en ordonnant en z, 

+ s^z 
ouj à cause que 

2c* -f- ^•=; c*+ 5* H- c» =a*-H 0% 
^s* — . 3cz* + 2a*z •— • fl*^ s= 0. 

+ c*z 
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Cette équation , qui n'est que du troisième de- 
gré, fera connaître la valeur de z qui doit ré- 
soudre le problème. Cette valeur sera portée de 
A en L'3 on tirera la droite CL', et ayant fait 
CE'= AL', le point E' sera celui de la branche 
CER , dont la tangente sera parallèle à CD. Ce 
sera par conséquent celui qui s'écarte le plus de 
cette droite. 

206. Si pour faire évanouir le second terme 
de l'équation ci-dessus, on fait 2=i-f-c, on 
obtiendra cette nouvelle équation 

fi -if* 2S*t •+- C^*3r: o, 

dans laquelle il est évident que t doit avoir 
une valeur négative. Il est facile de voir aussi 
que la nouvelle inconnue /, ou z — c, n'est 
autre chose que — DL'. Cette valeur étant 
connue^ on k poitera en dédfuetion de D en 
L', et le point L' connu déterminera le point E'. 

207. Nous nous permettrons de iaive l'appH- 
cation de l'écpiation 

^ -f" 2^*t + ^^* î= o 
à un exemple. Soit 

CA ou 0w^S^ CD 4u s^tssi^^ AD ou cc=3; 
on aura 

!i^*s=33 et «•=48; 
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ainsi l'équation deviendra 

^*H- 33^ H- 48 = 0, 
et sa resolutioo donnera 



5srr68 



^=y/--^h-v/w^ 



•«i*wai*«i*a>i^k«a>* 



On aura donc 

— DU = — i,4*3o3^ <>u DL'=:i,4i2o3; 
on aura ensuite AL' ou 

CE';;5?AD~DL'=3— i,4i2o3 » 1,58797 ; 
et 

CU;=:= \/cD * + DÛ' = 064.(1,4 il^ 

»:4,a4i9i3. 

On trtmvera CB' ou iSP^ pitr ceUe proportion 

CL*:CE^:CA:€BS 
ou. 4^4'*9'*3: 1,5^797 tt Star; 

d'où xs;; 1,871 761. 

On attra CH par cette autre proportion , 

CA;CB'::CD;CH, ou 5: 1,871761:: 4 :CH; 



« ♦ 



d'où ; '" cH= 1,497409- 

Ob t^uvera, avec Umêmc facUité, B'E' ou 
^.=0,594460; Cl'=o,56o56, C]S'=o,5.859, 
et CV'= 0,88099 etc. 

On voit que le point E' ne ré^nd pas exac- 
tement au milieu de CM. En effel , 

CM=AD=3, 

et par conséquent 



CM 



s= 1,5. 
9 



Or nous avons trouvé que la valeur de CH n'est 
que 1,497409 Toufr autre exemple donnerait 
un résultat semblable. 



208. 



, ^"^ I est, comme nous l'a- 

vons vu (art. 198), l'expression générale de 
la partie de l'axe comprise entre la tangente de 
la cissoïde oblique et le point C. Elle s applique 
en même temps aux deux points de la courbe, 
oui répondent à l'abscisse commune représen- 
tée par a:: et comme la valeur de j n'est pas a 
même pour ces deux points, il s'ensmt que la 
partie de l'axe dont nous parlons a aussi pour 
chaque abscisse deux valeurs différentes. 
T?ou8 avons désigné une de ces valeurs par 
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CVy l'autre par Cm, et lorsque les deux points 
de la courbe appartiennent à deux brfihches 
différentes , ce qui arrivera tant que Jr sera 
moindre que a, cette diàtinction sera fiicil^ k 
saisir : CV se rapportera à la branche émer- 
gente ou positive , Cz^ à la branche centrante 
ou négative. .. . v 

Mais, loisque les deux points répondant à 
une abscisse coifmiune appartiennent tous les 
deux à la branche émergente, c'est-à-dire toutes 
les fois que x est plus grand que «, il y a 
toujours pour une même valeur de x deux tan- 
gentes différentes et par conséquent aussi deux 
différentes valeurs de la partie de l'axe cotnprise 
entre la tangente et le. point C 

Nous désignons par CV celle de ces deux 
dernières valeurs qui se rapporte à la partie 
OER de la branche émergente ou positive , et 
par Cu celle qui se rapporte k la partie infinie 
RaR'. Cette distinction paraît d'autant plus 
naturelle que , comme nous l'avons remar- 
qué (art. 167), la partie COER est la seule 
qui appartienne, pour ainsi dire, en propre à 
la branche positive. Tout ce qui est au-delà 
du point R est une sorte d'emprunt que cette 
branche a fait à la branche négative. Nous 
ne répéterons point ce que nous avons dit à 
ce sujet ( art. 166, 176, etc.). 

La partie R^R' conserve quelques-unes des 

' i4 



* 

- V 
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ptoprîétés qui distyiiigiiéiit la branche rentrante 
<m négative Cer, et notamment celle-ci, que 
toutes ses tangente», ainsi que toutes celles de 
la branche négative elle-même , vont rencoft- 
tre» la droite N/^ au-dessus de Faxe CA , tandis 
que toutes les tangentes de la partie COER vowt 
rencontrer cette ligne au-dessous de CA. 

La seule tangente A'R étant parallèle à Fa - 
symptote, ne rencontre ni de Fun ni de l'autre 
côté la droite N/^, ou, si Fon veut, elle la ren- 
contrerait des deux côtés , mais à des distances 
infinies. 

Il a été bien démontré ci-dessus que le maxi- 

mum de x est CA' ou — . Il est évident que cette 

i»éme quantité est aussi le maximum de CV , Il 
n^est en effet deins toute la partie de cotfrbe 
COER aucun point dont la tangente coupe 
Fasie au-dessous d« point A' ; mais îA n'en esl 
pas ainsi de Cu. 

11 faut se rappeler ici te que nous avons dit 
(art. i64)j que la courbe, au-delà du point R, 
se rapproche contîntiellenient de Fasyntqptote 
AP, sains cependaïït pouvoir jamais la rencon- 
trer , si ce n'est à mie distaiM5e mfinie ; qu'err 
partant du p^t R , elle présente efûcore quelque 
temps à Fasymptote une ccmcavfté ; mais que 
devant, pour ne point rencontrer cette? asym- 
ptote, finir pgtf hii présenter une lon^gùe et m- 
^ensible CQtwexité , il est indispensable qu'à un 
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point que nous avons promis de déterminer elle 
change de courbure. 

Il suit de là qu'à partir du point R les tan- 
gentes doivent commencer à s'incliner , et , pen- 
dant quelque temps, s'incliner même de plus en 
plus vers l'asymptote ; et deux choses en rë- 
stiltent nécessairement : la première, c'est que 
le point u doit, pendant quelque temps aussi, 
s'écarter de plus en plus du poii^t A'j la se- 
conde , c'est que pendant le même temps, toutes 
les tangentes étant inclinées vers l'asymptote , 
et devant par conséquent aller plus tôt ou plus 
tard la rencontrer , doivent , à plus forte raison , 
couper la courbe elle- même , qui s'étend entre 
elles et l'asymptote; chacune de ces tangentes 
étant prolongée devient sécante. La distance 
entre le point de contact et le point de section 
est d'autant plus grande, que le premier de ces 
points est plus rapproché du point R. AupointR 
lui-même elle est infinie : elle diminue à mesure 
que la tangente s'incline davantage vers l'asym- 
ptote. 11 arrive enfin que cette distance devient 
nulle; que le point de contact et celui de section 
se confondent; que la même ligne est simulta- 
nétotent tangente et sécante; qu'elle traverse la- 
courbe 9u même point où elle la touche : ce qui 
donnie bien à ce point le caractère de point 
dHnflexion. 

H est évident que ce sera la tangente au point 

l4.. 
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d'inflexion dont nous parlons qui déterminera 
sur Taxe le maximum de Cw. Cette tangente , 
comme toutes les tangentes possibles de la 
cissoïde oblique, doit rencontrer Foviforme 
CD/A'IC ; mais il y a plus : elle doit aussi être 
tangente à cette dernière courbe; car, si elle la 
coupait, il resterait extérieurement à elle une 
portion de cette courbe, dont tous les points 
pourraient donner naissance à autant de tan- 
gentes qui s'écarteraient du point A' plus que 
celle en question, et lui raviraient par consé- 
quent la propriété de déterminer sur l'axe le 
maximum de Cu. 

La ligne que nous cherchons doit donc être 
à la fois tangente à la cissoïde oblique et à l'ovi- 
forme. Celle-là seule déterminera sur laxe le 
maximum de Cw. On peut même ajouter que 
pour toute la partie R^R' de la courbe , elle dé- 
terminera sur la ligne Nn , parallèle à l'asym- 
ptote, le minimum de Ç/i, puisque de toutes les 
tangentes de cette partie , ce sera la plus inclinée 
vers l'asymptote. 

Ces explications nous ont semblé nécessaires 
pour bien éclaircir la question qui nous reste à 
résoudre , et que nous poserons de la manière 
suivante : 

Déterminer quel est le maximum de la quan- 
tité Cw (fig. 19), ou à quel point u le prolonge- 
ment de l'axe sera rencontré par une tangente ei 
commune à la cissoïde oblique et à l'oviforme. 
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Pour résoudre cette question, nous avons cru 

pouvoir opter entre les deux moyens suivans : 

I °. Chercher par les méthodes analy tiques quel 

est le maximum de la quantité — ^ -— r; \ , 

qui est l'expression générale de Cm, en adoptant 
pourj^ ceUe de ses deux valeurs qui a toujours été 
désignée par le nom de valeur négative. On obtien- 
dra par là une équation en x^ dont la résolution 
fera connaître quelle valeur doit avoir x ou CB , 
pour que la tangente au point correspondant e 
de la partie de CQurbe R^R', rencontre l'axe en 
un point u , tel que la distance de ce point au 
point C soit la plus- grande possible. 

2**. Comparer entre elles les deux valeurs de 
Cm, c'est-à-dire de la partie de l'axe comprise 
entre la tangente eiu et le point C, en considé- 
rant cette droite, d'abord comme tangente de 
la cissoïde oblique , ensuite comme tangente de 
l'oviforme. De cette comparaison doit résulter 
aussi une équation en rc, dont la résolution fera 
connaître quelle valeur doit avoir x ou CB, 
pour que la tangente ei au point e de la cissoïde 
oblique soit en même temps tangente au point i 
de l'oviforme. Nous allons successivement faire 
usage de ces deux moyens. 

209. Premier moyen. Dans l'équation 



.3. 



aay — cyx^-j- ex ' ' 



( ai4 ) 

qu'il a semblé plus commode d'employer ici 
sous cette ibnne : 



Cû:=:= 



a?x 



CX3' 



y 

et dans laquelle nous avons, pour simplifier, 
fait C« sus je:, il a fallu d'abord éliminer j^, en lui 
substituant sa râleur négative 

\ a^ a 

~ .11., 

Les deux termes du numérateur sont affectés 
du signe -— ; mais le dénominateur étant négatif 
lui-même, puisque x^ a^ ces deux termes de- 
viennent positifs. L'élimination dey étant faite, 
on a différencié l'équation pour avoir la valeur 

de c?£* Il a été facile ensuite de trouver celle de 

dz 

2" 5 et cette dernière valeur étant égalée à o, a 

donné une équation qui, rendue plus simple 
par la supposition provisoire de 

y/^a* — ^ *•=/?, ou dea* — ^a?*3=j?% 
s'est réduite à 

Elevant au carré, rendant à p* sa valeur , 

a* ' a* ^ 
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réduisant et ordonnant en XyOXi a trouvé défi- 
nitivement l'équation suivante : 

-M« -f. 4^»j« ^^a^c's* — a*c^ — 4««4 

4- «•** — îa'Oc* 

Diyiiant par le coefficient du premier terme , 
qui est6**5^+.9*=(c*+«*)«^=a*5*, et effectuant 
ensuite sur le coefficient de chaque terme toutes 
les réductions qui peuvent résulter de ce que 
a* = c* ^ *% on obtiendra cette équation, 
d'une forme plus simple : 

+ î_x*— .2--— o. 

Elle est du dixième degré; mais comme elle 
n'a point d'exposans impairs, on peut la consi- 
dérer comme élaixt seulemient du cinquième. 

2 10. Second moyen. 11 s'agit maintenant de 
comparer entre elles les deux valeurs de Qu ou 
de z rapportées, la ptemière à la portion R^R' 
de la branche émergente de la cissoïde oblique,, 
la seconde à l'oviforme CD/A'IC. 

La première de ces valeurs est 



y 
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et la seconde est (art. 194)» 






X 



(t)'- 



a 



mais, ayant de les mettre en rapport entre 
elles, il est nécessaire de leur faire subir à 
Tune et à l'autre quelques modi6cations préa- 
lables. 

I*. Dans l'équation 

aPx 



z 



aa^ — ar*-+- 



cx^ ^ 



il faut éliminer j^ en lui substituant sa valeur 

— X» \/a* — -^ X* — - or» 
V o^ a 

a*—x^ > 

que Ton rendra plus simple en faisant pour 

quelque temps l/a*— "^ x» 5=/?. 
Elle deviendra 

•'^ a* — x* a?— 03? ^ 

donc 






C3(? 



— apx^'-^ca^ 
i^cx — aca? 



ex 
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ou , en changeant à la fois les lignes du numé- 
rateur et du dénominateur , 

cet? acj? — €^cx 
Substituant cette valeur de — dans l'équation 



1 


à?x 




y 


on aura 






a?x 


aa^ — 


- , acx^'^a^cx 

- ax* -f- ■ ^ — ■- 

ap + cx 


■ 


a^px^ir^cx* 



a^x + aca^ 
aa*p + OCX — px^' 



x' 



2'. La seconde valeur de z est j ; 

mais on ne peut la comparer à la précédente, 
si elles ne sont pas exprimées l'une et l'aufxe en 
quantités semblables. C'e^ ce que nous obtien- 
drons , en substituant dans cette seconde équa- 

tion à a et à X leurs valeurs — et — r i et nous 



aurons 



Sj^x* — fla*' 
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Posous donc enfin l'ëquaticm 

«• :ta*p + OCX — px* "^ Zs*x^ — ao* ' 
ou, en faisant <jbsparaitre les dénominateurs 

= 2a*8^p3i^"^acs*x^'^s^px^; 

ou, en réduisant, £nsant passer dans un seul 
membre tous les termes ou se trouve le fac- 
teur p et divisant par x , 

(«V + a*«V — 3tf ') p = 2a'cx — 2a(^sx^. 

Elevant ensuite au eaaeré^ «ubstituant à j7* sa 

valeur ; , effectuant la multiplication par 

cette dernière qviantité (st ordomuant en .r, on 
aura finalement l'éqjaation suivante ; 

s^x'''-a^s^j^—Ms^oifi+ 4a'''s^x^+8a^s*x^'^4a*^=o. 
-f- aaV + a^s^ — 5c«j* — 4a"c* 

Si F-on divise par «• coefficient du premier 
terme , et que l'on Êisse ensuite sur chacun des 
autrift coéffieims toutes los réduetlons qui peu- 
vent iiéstiUer dfî ce que rt*dÈe c* -f- ê% on aura 

X o^^^^a'^^^x». y^ x^ -i^ x^ 

+ ^g x'-^z^o. 
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Cette équation est du même degré et de la 
même forme que la précédente. Elle dcmnerait 
aussi les mêmes résultats. 

su. JLes deux équations que noii^ v^icws de 
trouver (art. 209 et 210) n'étant point iden- 
tiques, il est clair que si on les retranche Tune 
de l'autre, cette soustraction fera disparaître 
leur premier terme commun et donnera par 
conséquent une autre équation d'un degré 
moins élevé. 

Retranchant donc la dernière équation de la 
précédente, oii aura celle-ci: 

5» . ' J* S* s^ s^ 



a'^c' 



OU , en divisant par -;- , 

Cette équiOion du huitième degré n'ayant 
point d'exposans impairs, peut être regardée 
comme ime équation du quatfièn^ dçgré , et en 
prendrait la forme, si l'on y introduisait une 
nouvelle inconnue qui fût égale à x*. Mais on 
obtiendt^ le même effet d'uhe nianière pïm 
avantageuse, en suhistkùant à ce une autre 
variable que la cissoïde obUquie et l'oviforme 
reconnaissent d'ailleurs plus directement qu au- 
cune autre pour lelir lien commun. Cette nou- 
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velle variable est la corde C* de l'oviforme , que 
nous avons désignée par u. Nous avons vu 

(art. 190) que «=-^5 d'oùx*=— «. Sub- 
stituant à x^ cette valeur dans notre équation, 
nous trouverons pour son premier terme — ir ; 

de sorte que , pour ne lui laisser d'autre coeQi- 
cient que l'unité, il faudra, après avoir fait sur 
les autres termes une substitution semblable, 

les diviser encore par -j, ou les multiplier par -g- 

Ces opérations donneront l'équation suivante 
qui n'est plus que du quatrième degré : 

u^ -f- 2SU? — 3«*«^*— — tt + 4a* — o . 

U est facile de reconnaître que cette der- 
nière équation peut se diviser exactement par 
u — «=o. L'équation réduite par cette division 
à ses plus simples termes, sera définitivement 

i/' H- 3«w*-* — = o. 

s 

Elle est du troisième degré sans troisième terme. 
Si l'on voulait éliminer a de cette équation pour 
y faire figurer a, il faudrait substituer à a sa 

valeur V**, et l'on aurait 
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La corde Ci ou u étant connue , si du point C 
on lui mène une perpendiculaire C^, qui ren- 
contrera la portion de courbe R^R' en un point e, 
et que l'on tire la droite ei prolongée jusqu'en w, 
cette droite sera tangente au point e de la cis- 
soïde et au point i de l'oviforme : elle détermi- 
nera en même temps sur le prolongement de 
l'axe CA le maximum de Cw, et sur la droite Nw 
le TTiinimum de C/i, pour toute la partie de la 
branche émergente qui est au-delà du point R. 
Le point e sera d'ailleurs sur cette partie de 
courbe un point d'inflexion : elle y sera touchée 
et coupée tout-à-la-fois. * 

21:2. Si, pour faire évanouir Iç second terme 
de l'équation 

u^ -4- 3su^ — — = o , 

on fait u^^t — 5, et qu'on lui substitue cette 
valeur, l'équation deviendra 

s 
ou , si l'on veut que a soit remplacé par et , 

f3 «^ 35»^ «^ 2^3 «— ^ 

:ji3. Nous pensons qu'il ne sera point hors 
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de propofr d'appliquer cette d^miare équation à 
un exemple. 

ScÂent a ss 1 9 ^ 2c 0,8 , et par conséquent 

<?==o,6, et flt=- =—5= 1,25, on aura 

' ' s 0,0 

3**=:î=r,9a, 25^=1,024, et 4«** = 55 

d'où 2«' — 4**» = '^ 3,97^- 

L'équation 

f —, 3^*f -4* 2^' s= o 

•*^4^'^ 

deviendra donc 

<«— .1,92^— 3,97É>= p, 
et sa résolution donnera 



Il I !■• .«IBVB 



^=\/i,988 + \/3,69+\/i,988-\/3,69 

as 1,9815435 , 
et par conséquent 

tt=f— 5 ou Ci = 1 ,98 1 5435—0,8 s^ f , 1 8 1 5435 . 
On trouvera facilement ensuite 
ar'=:«z^ =2= 1,25 X i>i8 15435= 1,476929375 . 
et X dtf CB =11,2152898; 

X' ou CQ==— =: 1,14872324; 
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y m Qi =c: \/u^ — jc'* = 0,2765044, 
Les quantités 



t à 



V-i 



et -..^ 



seront ég^es, la première à 0,7^4^99^9 ^ ^6~ 
con46 à 2,2580667; leur somme ^1,9827662 
«ara B^ ou la valeur dite né^tive de y. Leur 
différence i, 533367 2 s^ra BË ou L» vatetur po- 
sitive de^. On peut chercber la valeur de Cu 
maximum par Vune ou par l'atitre de» deux 
équations 

KjU =» -—5 ' , . ' A OU LtU = j— — . 



^y — ayx* + ca^ /jf\^ 

On trouvera égalemeiM; du ;=>: 1,37^5699. 
La valeur de Qn minimum est 25,74io5i4*, 
Le point e est le point d'inflexion de la por- 
tion de courbe R^R' : elle y est a la fois touchée 
et coupée paar 1» dnoit» ei. 

21 4* Si l'on attribuait à u une valeur quel- 
conque moindre que CA' ou a , et qu'on la sub- 
stituât dans l'unç des éqaalio|i$ 

M^-f-35ii* — 5--=o, et w*-p3^M* — 4**^=0? 
on obtiendrait une équation nottvelte dont la 
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résolution indiquerait le rapport à établir entre 
aetSjOu entra a et s, pour que u eût réellement 
la valeur demandée. Il ne serait pas indifférent, 
dans une recherche semblable, de faire usage 
de l'une ou de l'autre de ces deux équations. Si 

l'on prenait l'équation z^* + 3^tt*— ^— = o, 

la quantité a demeurerait; invariable , et ce se- 
raient les quantités cty Sy qu'il serait question de 
modifier. Si, au contraire, on préférait l'équa-t 
tion i^-^ 3su* — 4*^* = ^> ^^ serait et qui de- 
meurerait invariable , et les modifications cher- 
chées tomberaient sur les quantités a, s. 

21 5. Supposons, par exemple, que voulant 
conserver l'ovifonpe CDiA'IC , et regarder par 
conséquent comme invariable son axe CA' ou a, 
on demande quelle relation doit exister entre 

a et S y pour que G^ ou u soit égal À ^oL.ll est 

clair que , pour résoudre cette question , il fau- 
dra dans l'équation 

u* + 3«u' — ^et^s = o, 

substituer = a à u; on aura 

8 A ' 

— a'+la*^ — 4^*^c=o, 
27 ' 3 ^ ' 

Q Q ^ 

OU — a*— •5a*^ = o, ou — — •5a=so,ou^= -• 

27 3 ' 9 '9 
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On trouvera 0muite 

. . ' * 

et c x:^ Vô» — S' == \/- •— ^ 

V9 81 

— vsr* — ^- 



9 

L 

2 

9 



Ainsi , pour que l'on ait u où Ci= I et = ~ ^ il 

feut que a soit le tiers, et s le 9euvième de «, 
ou que les troii lignes CD , CA et CA', soient 
entre elles comme les nombres i, 3, 9^ ainsi 
qu'on le voit dans la figure 20. 
Et y en effet, si dans l'équation 

on substitue à ^ -, on aura 

s' 

u^-\-^cLu* — -a^ = 05 



a 



équation qui a pour racine réelle tt — ^ a = p , 

a 
ou ii = ^ Ç6. 

o 

Nous avons vu (art. 194) que la ôprde de 
Toviforme , lorsqu'elle est égale à | a , répond 
au poiht de cette courbe, dont rordôùnéc est 

i5 






( 226 ) 

un maxirmntj et dont par conséquent la tan- 
gente est parallèle à Vatxe. Il a été prouvé aussi 
que , dans ce cas, on a 

EfiFectivement, si dans l'équation 

«'=?uy'^(art.i94), 
on substitue ^ aku, on aura 

ir'ouCQ=gctY/| = ^-fi^, 
et si dans l'équation 

,3 

on substitue %/ — et k xf. on aura 

Si dans l'équation Cu = 5 , on sud- 

stitue %/— a à a?', on trouvera que le dénomi- 



37 



nateur 3 (^\ — 2 sera égal à ô, et que la 
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valeur de Cu sera par conséquent infiniment 
grande. Il est donc très vrai dans ce cas de dire 
que Cu est un maximum. 

On trouverait la valeur de x ou de CB par 
l'équation 



X 



= V^=y/|(f=y/|a=V6a; 



X étant connu, il sera facile d'avoir les valeurs 
dey. On trouvera 

Be = — ;=a=-^=a,etBE="^a = — 7= a. 
Si dans l'équation 



Ci^=; 



a^x 






on substitue à c, x^ j^ leurs valeurs— - 






— 6 

V^6û, et —75^, on trouvera, le dénominateur 

égal à o 9 et p^r conséquent la valeur de Cz4 sera 
infiniment grande. 

:ai6. rf^us venons de voir que si l'on a as =, 

on aura aussi Ci ou 2« ss ^ â(. La tangente com- 
mune ei (fig. ao) à la cissoïde oblique et à 
l'oviforme , sera , dans ce cas , parallèle à la di- 

l5.. 



/ 
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rectioh commune de leurs axes, et ne là ren- 
contrera , par conséquent , ni de Fun ni de 
Pautre côté. 

11 suit de là que si, comme dans la figuré 19, 
on a 

^ > ^ > o^ C A > -g- , 
on aura aussi 

«>=«, ou 0*>gCA', 

et la tangente commune ei ira rencontrer la 
direction commune des axes en un point k, 
situé au-dessous du point A^. Alors la valeur 
de Cu sera positive. 

Si , comme on le voit dans la figure a i , on a 

^«<gou CA<-g-, 
on aura aussi 

w<ga, ou 0'<|CA', 

et la tangente commune ei ira rencontrer la 
direction commune des axes en un point situé 
au^essus du point C Alors la vateui; de Cu 
sera négative. 

Dans tous lés cas, la valeur- de du qui résul- 
tera de celle de Ci ou ^e u obtenue p^r l'équa^ûon 
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sera un maximum; maïs il faut observer que 
lorsqu'elle sera mesurée au-dessus du point C^ 
elle sera négative, et qu'alors, par conséquent, 
elle sera d'autant plus grande , qu'elle semblera 
plus petite, c'est-à-dire que le point u se trou- 
vera plus rapproché du point C. 

217. Nous nous permettrons, avant de ter- 
miner ce. chapitre,' quelques observations géné- 
rales sur là cissoïde (Clique et sur son oviforme. 

Pour bien connaître un objet, il est souvent 
à propos d'examiner quelles sont ses limites,, 
et l'on peut dire que celles de la cissoïde oblique 
se trouvent, la première, dans la supposition 
de €? = o ; la seconde, dans celle de ^ = o. 

Lorsque l'on a c := o , et par suite ^ = a , la 
cissoïde cesse d'être oblique ; c'est une nouvelle 
cissoïde droite, dont l'axe est a ou s y et dont 
l'asymptote est perpendiculaire à l'axe. 

A mesure que e devient plus grand relative- 
ment à £ , ou à mesure que l'axe s'incline da- 
vantage sur l'asymptote, la cissoïde oblique 
s'écarte des formes régulières et symétriques de 
là nouvelle cissoïde droite ; ses deux branches^ 
correspondantes diffèrent plus sensiblement 
l'une de l'autre j les changemens de courbure de 
la branche émergente à son point de rebrousse- 
ment,, et surtout; k son point d'inflexion,, de- 
viennent plus brusques j la tangente à ce point. 
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d'inOexion , celle de toutes dont la rencontre 
avec le prolongement de l'axe s'éloigne le plus 
du point C , fait un plus grand angle ayec l'a- 
symptote, etc. 

Si enfin on a ^s=o, et par conséquent a=c, 
l'axe de l'oviforme qui, comme on sait , est une 
troisième proportionnelle à ^ et à a, sera infini- 
ment grand. Cette courbe ne sera plus qu'ime 
perpendiculaire indéfinie il (fig. 22), menée du 
pointe sur l'axe, qui, lui-même, se confondra 
avec l'asymptote Fp. 

La branche négative tout entière confondue 
avec l'asymptote, ne sera plus qu'une ligne 
droite pA , qui se terminera au point A. 

La branche émergente ou positive passera 
par le point A, et du point C au point A, elle 
se dirigera en ligne droite. Du point A au 
point ^G, la corde de cette branche étant con- 
stamment égale à l'axe CA , cette partie sera un 
demi-cercle A/*G, dont le point C sera le centre, 
et CA le rayon. Le cercle AfGF sera complété, 
ainsi que le diamètre AG , par l'autre branche 
émergente opposée à la première. Le point A 
représentera le point E' (fig. 19), dont la tangente 
était perpendiculaire à l'asymptote. Le point F 
sera ce qu'était le point culminant ou derebrous- 
sement R. Le poiiit G enfin sera ce qu'était le 
point d'inflexion e, avec cette diflTérence , que 
cette inflexion, au lien d'être préparée insensi- 
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bleoient par une courbure , se fera brusquement , 
et à retour d'ëquerre. La portion circulaire une 
fi>is arrivée au point 6, prendra subitement la 
direction GP, qu'elle suivra indéfiniment. 

En résumé, les quatre branches de la courbe 
réunies ne seront autre chose qu^un cercle 
A/GF décrit du point C comme centre , avec 
l'axe CA pour rayon, et traversé par une droite 
indéfinie Vp qui passera au centre C, et repré- ' 
sentera tout-à-la-fois les asymptotes, les deux 
branches rentrantes , les. parties des branches 
émergentes qui s'étendent au-delà des points 
d'inflexion et la direction de l'axe CA. 

Si, en supposant toujours 5.=;^ a ^ on votdait 
conserver à l'axe * de l'oviforme une valeur fi- 
nie, cette valeur, quelque grande qu'elle fût, 
en donnerait à a une infiniment petite; puisque 

a, qui est égal à S^c^Sj se trouverait être une 
moyenne proportionnelle entre une quantité 
finie et o. Alors le cercle AjjGF serait infini- 
ment petit ; ce serait un point mathématique 
qui se confondrait av-ec le point C , et toutes 
les branches de la courbe né seraient plus qu'une 
seule et même ligné droite prolongée indéfini - 

ment dans la direction- 1^. 

♦ ■ 

!2i8. Toutes. les oviformes, comme nous l'a- 
vons observé d^ («art. iqS), sont semblid^ies 
entre elles, et tant que cette courbe est consi- 
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dérée isolément , elle ne reconnaît pas d'aolres 
c6nstànte& qne don axe'CAf on a (fig. ip); 
mais quand on envisage l'oviforme dans ses rap- 
ports avec la cissoïde obKque, il devient né- 
: cessaire de connaître une seconde constante qui 
est Paxe de cette demière courbe , c'est-à-dire 
GA ou a. Plus c«t axe est petit comparative- 
ment à celui de l'oviforme , et plus la cissoïde 
- est oblique ; c'est*à-dire plus l'angle que son axe 
/ forme avec son asymptote diffère de l'angle droit. 
Dans l'analyse que nous avons faite de la 
cissoïde oblique, nous avons fût usage de deux 
autres constantes qui sont c et ^; mais sitôt que 
a et a sont connus, leur rapport détermine les 

valeurs de c et de s. En jeffèt, «s=--; c'est tou- 

jqurs une troisième proportionnelle k cl eïk a. 

. Qaa,nt à c, il est égal à \/a^ — s^j^et fk l'on 
, ,v6ut avoir sa valeur exprimée directement en a 

et en a^ on la trouvera égale à - V^a* — a*. 

Une oviforme CD*A'IC étant donnée, sup- 

posQQsquesur son axe CA' on prenne à volpnté 

un point A; que du pcûnt C comme centre avec 

CA pour rayon , oi? décrive une circonferçpce 

de cercle AD'; que du point A' on mène à 

. cette icifroonférence de cercle une tangente A/R; 

> i^e par leipeimt A, on mène à cette tangente 

' um paraUèle AP>^ Jque d^i point C, oii mène en- 
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-eore GD perpendiculaire sur AP; enfin que $ur 
'CA comme axe et sur AP conoone asymptote, 
on décrive une eissôïde obKque ; nous avohs 
fait voir que toutes les tangentes possibles de 
cette cissoïde oblique pourront être déterminées 
par Toviforme CD/A'IC, maïs ce que nous di- 
sons serait également vrai , si nous avions donné 
a CA toute autre valeur, pourvu qu'elle ne fût 
pas plus grande que CA'. La même oviforme 
CDi'A'lC peut donc appartenir à une infinité 
de cissoïdes obliques différentes, depuis celle 
dont l'axe serait égal à CA' , jusqu'à celle dont 
l'axé serait infiniment petit. 

Si CA = CA', la cissoïde sera une eissoïde 
droite et aura pour asyipptote une perpendi- 
culaire menée du point A' sur l'axe CA'. Cette 
perpendiculaire sera la tangente commune de 
l'oviforme et de la cissoïde, puisqu'elle tou- 
chera la première au point A' et la seconde 
à une distance infinie. , 

Si le point A est pris à volonté entre les points 
C, A', les deux courbes pourront toujours avoir 
une tangente commune que nous avons appris à 
déterminer, et qui fera avec l'asymptote un 
angle d'autant plus grand que CA sera plus 
petit relativement à CA'. 

Si CA est infiniment petit , là cissoïde ne sera 
plus qu'utte ligne di'oite qui se prolongera indéfi- 
nimeiit sur la direction de l'axe CA' de l'oviforme. 
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Dans U suite infinie de cissoîdes obliques que 
nous indiquons , H^'y ^^ ^ P^^ ^^^^ seule dont 
l'ovifonne CDiA'IC ne puisse détenniner toutes 
les tangentes possibles. 

a 1 9. Ce que nous avons dit sur la cissoïde obli- 
que a donné bien souvent l'occasion de remar- 
quer qu'en exposant les principales propriétés de 
cette courbe, nous ne faisions qu'étendre et gé- 
néraliser les mêmes principes que nous avons 
posés déjà d'une manière plus circonscrite, en 
parlant de la nouvelle cissoïde droite. 

Nous avions été tentés , d'après cela , de dé- 
buter par l'analyse de la cissoïde oblique, et il 
est certain en effet que , pour en déduire toutes 
les propriétés de la nouvelle cissoïde droite , il 
n'eût été question que de faire pour chacune 
l'application d'une loi générale à un cas parti- 
culier; mais, toutes réflexions faites, nous avons 
préféré d'exposer nos idées dans le même ordre 
à peu près qu'elles se sont présentées à notre 
esprit. Nous avons été affermis dans cette déter- 
mination par le désir que nous avions sur toutes 
choses , de faire connaître les rapports qui pou- 
vaient exister entre la nouvelle cissoïde et la 
cissoïde de Dioclès. 

L'idée nous était venue de généraliser aussi 
les propriétés de cette dernière courbe, en la 
soumettant , comme nous l'avons fait pour la 



( 235 ) 

iKHJvelle cissoïde, au système de roblic|ùîté; 
mais les tentatives que nous avons faites à cet 
égard _, loin d'avoir été couronnées par un plein 
succès, ont servi plutôt à nous convaincre qu'elleà 
étaient peu susceptibles d'en avoir aucun. 

Si la cissoMe deDioclès et la nouvelle cîssoïdè 
droite ont entre elles à quelques égards une 
grande analogie, nous avons cru reconnaître 
qu'elles diflPèrent aussi l'une de l'autre sur des 
points asse2 remarquables. 

La position du point A (fig. 4) est, pour la 
nouvelle cissoïde CER , une des données les plu^ 
essentielles, puisque c'est à partir de ce poiilt 
fixe que se mesurent sur l'asymptote toutes les 
distances qui, portées ensuite respectivement 
sur les obliques menées de l'origine C , déter- 
minent tous les points de la courbe. 

11 n'en est pas ainsi de la cissoïde de Dioclès , 
et le point A est tout-à-fait étranger à sa con- 
struction. On a bien donné pour axe à cette 
courbe une perpendiculaire CA , menée de l'o- 
rigine C sur l'asymptote; mais la préférence 
accordée à cette direction ne paraît avoir en 
d'autre motif que celui d'une plus grande com- 
modité. Cet axe est en quelque sorte une ligne 
de pure convention , et il tomberait oblique- 
ment siir l'asymptote , que rieûnè serait chkhgé 
pour cela à la construction ni à la nature delà 
courbe. 
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La nouvelle cissoïde , envisagée sous le point 
de vue le plus général , dépend seulement de 
deux choses, qui sont la distsince de son ori- 
gine C à l'asymptote et Fangle que l'axe forme 
avec cette asymptote, angle qui déternnne la 
position trêi essentielle du pomt A. 

La cissoïde de Dioclès dépend pareillement 
de deux choses ^ qui sont la distance de son ori- 
gine à l'asymptote et la figure génératrice. La 
position du point A est ici une chose indiffé- 
rente, et il est à remarquer que la figure géné- 
ratrice, qui jusqu'ici a toujours été Mn cercle y 
pourrait être une autre figure prise à volonté. 

La nouvelle cissoïde et la cissoïde de Dioclès 
sont, en un mot, susceptibles l'une comme J'autte 
d'être variées à l'in&ii, mais par des moyens 
différens. On ne peut d(Hiner de la variété à 
la première , qu'en changeant la direction de 
son axe ^ la seconde en recevrait hi^ plus en- 
core, si l'on adoptait, pour figure génératrice 
d'autres figures que le cercle. 

Nous observerons même que s'il existe une 
grande analogie entre la cissoïde de Dioclès et la 
nouvelle cissoïde , cela semble provenir beau- 
coup moins de la nature de ces courbes qae de 
Fusage qui a prévalu, d'admettre exclusivement 
un cercle et un tel cercle, pour la %ure géné- 
ratrice de la cissQÏde de Dioclès. 

FIN. 
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